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Algebraische Strukturen und vollstindige Vektorraume

Definition 1 Sei G eine Menge mit einer zweistelligen inneren Verniipfung o : G x G — G. (G, o) heisst
Gruppe, falls folgende Eigenschaften gelten:

(M) a,be G = o(a,b)=:aobeG

(A) ao(boc)=(aob)oc Va,b,ce G (Assoziativitit)

(N) dineG,noa=aon=a VYa€ G (Existenzdes eindeutigen neutralen Elements)
) aecG=Fa'lecG, altoa=aoat=n (InwversesElement)

Gilt fiir G die Eigenschaft (M), so heisst (G, o) Magma. Beispiele: (Z, —), (IN,a o b = ab).
Gelten in G die Eigenschaften (M) und (A), so ist (G, o) eine Halbgruppe. Beispiel: (N, +).
Ist (G, o) eine Halbgruppe mit neutralem Element gemiss (/N), nennt man (G, o) ein Monoid. Beispiel: (IN, -).

Eine Gruppe (G, o) heisst abelsch, falls a o b = b o a fiir alle a,b € G gilt.

Definition 2 Sei K eine Menge mit zwei zweistelligen Verniipfungen © : K x K - Kund ® : K x K — K.
(K, @, ®) heisst Korper, falls gilt:

(K1) (K,®) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.

(K2) (K\O,®) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

(K3) Va,b,ce Kgilt: a® (b®c)=a0bPa®c (a®db)Oc=a@cdbOc (Distributivgesetz).
Notationsregel: Die zweite Verkniipfung ® wird vor der ersten Verkniipfung & ausgefiihrt ('Mal vor Plus’).

Beispiele: Die rationalen Zahlen (Q, +, -), die reellen Zahlen (R, +, -), die komplexen Zahlen (C, +, -), mero-
morphe Funktionen auf einem Gebiet in der komplexen Ebene mit der iiblichen Addition und Multiplikation.

Definition 3 Ein Vektorraum Vi iiber einem Korper (K, ®, ©) ist eine additive abelsche Gruppe (Vic, +), auf
der zusdtzlich eine Multiplikation * : K x Vi — Vi mit einem Skalar aus K erkldrt ist.
Fiir alle Vektoren u, v € Vi und Skalare o, 5 € K gelten die folgenden Definitions-Axiome (VI1-4):

(VI) ax(Bxv)=(a®p)*xv

(V2) ax(ut+v)=axu+axv

(V3) (a@B)rv=a*xv+p*v

(V4) 1xv = v, wobei 1 das Einselement des Korpers K darstellt.
In der Quantenmechanik spielen reelle und komplexe Vektorrdaume (IK = R oder C) eine wichtige Rolle.
Beispiele: R, C7, C%, C*(I) = {f : I — R oder C| f k-mal stetig diff.-bar auf dem Intervall I C R}.

Bemerkung: Wird ein Vektorraum mit einer zusitzlichen vektorwertigen zweiten Verkniipfung (*Vektormul-
tiplikation”) zwischen je zwei Vektoren versehen, so spricht man oft von einer Algebra. Mengen mit Ver-
kniipfungsstrukturen nennt man ganz allgemein algebraische Strukturen.

Beispiele: Dreidimensionaler euklidischer Vektorraum mit Vektoraddition und Vektorprodukt (" Kreuzprodukt),
Quaternionenalgebra Hy, Oktonionen O, komplexe n x n-Matrizen M at(n, C) mit entspr. Verkniipfungen.

Bemerkung: Ein Skalar ist also ein Element aus dem Grundkorper K eines Vektorraumes, ein Vektor ein
Element aus V. Der Begriff Skalar wird in der Physik auch in einem anderen Sinne fiir eine vom Inertialsystem
eines Beobachters unabhingige Grosse verwendet (z.B. die Ruhemasse eines Teilchens).
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Definition 4 n Vektoren {v1,...,v,} C Vi heissen linear unabhingig, falls fiir {\1,..., A} C K
M*xv1+... 0 xv, =0 & M=...=X\,=0
gilt. Dabei ist der Nullvektor O das neutrale Element in (Vi , +).

Definition 5 n linear unabhiingige Vektoren {vy, ..., v,} C Vi sind eine Basis von Vi, falls sich jeder Vektor
v € Vi als folgende Linearkombination darstellen ldsst:

V= *v1 . F ppx vy, {1, punt C K.

n = dim(Vk) ist die Dimension von V. Besteht der Vektorraum nur aus dem Element 0, so ist dim(0) = 0.

Beispiele: dim(R}) = n, dim(Cg) = n, dim(C}) = 2n, dim(C°([0, 1])) = oo in gewissem Sinne.

Definition 6 Eine Norm ist eine Abbildung || - || : Vk — Rg von einem Vektorraum iiber dem Korper K der
reellen oder komplexen Zahlen in die nicht-negativen reellen Zahlen R, welche fiir alle Vektoren x, y € Vi
und alle Skalare A € K folgende Definitions-Axiome erfiillt:

(NI) ||z||=0< 2 =0 (Definitheit)
(N2) ||Mz|| = A - ||z]|, |Al=VX-A>0 (Homogenitit)
(N3) ||z +yl| <|lz||+ |lyll] (A-Ungleichung oder Subadditivitiit)

Wie oben werden in der Folge die Symbole + und - sowohl fiir skalare wie auch vektorielle Addition und
Multiplikation verwendet. A = \* = A\ — ¢ - Ay bezeichnet den komplex konjugierten Wert von A = A 4 i\a,
A2 € R, i2 = —1. Ein Vektorraum mit Norm heisst normierter Vektorraum.

Definition 7 Ein Banach-Raum B ist ein vollstindiger normierter Vektorraum, d.h. in einem solchen Raum
besitzt jede Cauchy-Folge {an}new C B (mit der Eigenschaft dass ¥ e > 0 3 N (€) so, dass ||an, — am|| < €
fiir alle n,m > N(€)) einen (eindeutigen) Grenzwert a € B; es gilt dann also fiir dieses a dass ¥ e > 0 3 N (e)
so, dass ||am, — al| < e fiir alle m > N (¢). Cauchy-Folgen werden auch als Fundamentalfolgen, konzentrierte
Folgen oder in sich konvergente Folgen bezeichnet.

Die erste systematische Untersuchung von Banachrdumen findet sich in der Dissertation von Stefan Banach
(1922).

Definition 8 Es sei Vik ein Vektorraum iiber den reellen oder komplexen Zahlen. Ein Skalarprodukt oder in-
neres Produkt ist eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform (’eineinhalb-linear’), d.h. eine Abbildung
(-,) 1 Vk x VK = K, welche fiir alle x, y, z € Vi und A € K = R oder C folgende Forderungen erfiillt:

(I1) (x,z) >0 (positive Definitheit)
(12) (x,z) =0< x =0 (Definitheit)

(I13) (x,y) = (y,z) (Symmetrie, Hermitezitiit)
(I4) (x, \y+ z) = Xz,y) + (x,2z) (Linearitit)

Aus diesen Axiomen folgt sofort die Antilinearitit im ersten Argument (\z,y) = A(z,y).
Mathematiker fordern in (14) die Linearitét oft im linken statt im rechten Argument.

Definition 9 Ein Vektorraum mit innerem Produkt (Vi, (-,-)) heisst Préi-Hilbertraum. Im reellen Fall spricht
man auch von einem euklidischen Raum VR, im komplexen Fall von einem unitiren Raum V. Diese Riume
sind mit der induzierten Norm ||z|| = \/(x,x) > 0 auch normierte Vektorrdiume.

Definition 10 Ein Hilbertraum ist ein beziiglich der durch das Skalarprodukt induzierten Norm vollstindiger
euklidischer oder unitdirer Vektorraum. Oft wird in der Physik nur der komplexe (unitdire) Fall betrachtet. Ein
unvollstindiger Prihilbertraum ldsst sich immer eindeutig (bis auf Isomorphie) zu einem Hilbertraum erwei-
tern, indem fehlende Grenzwerte in Form von Aquivalenzklassen entsprechender Cauchy-Folgen als abstrakte
Elemente zum Prdhilbertraum hinzugefiigt werden.
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Quanten, Skalen, Konstanten und Fluktuationen

“Es ist falsch zu glauben, dafl es Aufgabe der Physik sei,
herauszufinden, wie die Natur ist. Die Physik beschiftigt sich
mit dem, was wir iiber die Natur sagen konnen.”

Niels Bohr (1885-1962).

Unscharfe

Aus den Postulaten der Quantenmechanik leitet sich ab, dass bei der simultanen Messung zweier durch selbstad-
jungierte lineare Operatoren Aund B reprisentierten Observablen an einem durch einen Zustandsvektor 1) (in
einem das quantenmechanische System repriasentierenden separablen unitdren Hilbertraum 7{) reprisentierten
Zustand fiir die Standardabweichungen AA und AB der wiederholten Messungen die Unschdrferelation (UR)

AAAB 2 5|14, By 0

gilt. Die Standardabweichung AA > 0 beschreibt eine mittlere Abweichung der Messwerte vom Erwartungs-
wert (A) = (4| Avp) und ist durch die Varianz AA% = (¢)|(A — (A))%)) gegeben. In ihrer urspriinglichen
und prominentesten Form wurde die Unschérferelation fiir die Unbestimmtheit des Aufenthaltsortes und des
Impulses eines Teilchens (in einer rdumlichen Dimension) formuliert':

AGAp > h/2. )

Offensichtlich folgt diese Unbestimmtheit aus der in der Heisenberg-Algebra geforderten Kommutatorbezie-
hung [¢, p] = ih fiir den Ortsoperator ¢ und den Impulsoperator p. Die Relation [, p] = i/ kann iibrigens nicht
in endlichdimensionalen unitiren Raumen erfiillt werden, da im n-dimensionalen Raum fiir die Spur (englisch:
trace) von [§, p| sofort der Widerspruch tr [q, p] = tr (gp) — tr (pq) = 0 # ihtrid = ihin folgen wiirde.

Oft wird in der Literatur eine analoge Energie-Zeit-Unschérferelation der Form AFEAt 2 h konstruiert, wel-
che fiir gewisse Betrachtungen durchaus praktisch, aber mit Vorsicht zu geniessen ist. So wird auch argu-
mentiert, dass im physikalischen Raum fiir kurze Zeiten At der Energieerhaltungssatz um Energiebetrage der
Grossenordnung AE ~ h/At verletzt werden konne, was zur spontanen Bildung virtueller Teilchen als *Vaku-
umfluktuationen’ fithre, welche zudem innerhalb der Zeit At iiber eine durch die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
¢ = 299792458m/s assoziierte Strecke der Grossenordnung Ax ~ cAt propagieren konnen. Dieses Bild ist zu
relativieren; tatsdchlich gilt in der Quantenfeldtheorie, welche Teilchenerzeugungs- und Teilchenvernichtungs-
Vorginge beschreibt, immer strikt der Energieerhaltungssatz®. Es ist aber so, dass bei der Beobachtung eines
kleinen Raumvolumens oder einem kurz andauernden Messvorgang Effekte eine Rolle spielen kdnnen, die sich
als *Teilchen-Fluktuationen’ interpretieren lassen.

Der Grund fiir solche Effekte liegt in der Tatsache begriindet, dass gewisse Messgrossen in der Quantenme-
chanik nicht mit dem Hamiltonoperator des untersuchten Systems kommutieren; entsprechend treten Energie-
Unschirfen durch den Beobachtungsprozess auf. So bewegt sich das Elektron im Grundzustand eines ruhenden
Wasserstoffatoms nicht; der Zustand des Elektrons wird durch seine Wellenfunktion beschrieben, welche die
gesamte uns zugingliche Information iiber den Elektronzustand reprédsentiert. Will man aber den Ort oder die
Geschwindigkeit des Elektrons bestimmen, so wird man bei wiederholter Messung verschiedene, also fluktuie-
rende Werte beobachten, was auf den Messvorgang am zeitlich stationdren System zuriickzufiihren ist.

!... mit dem Planckschen Wirkungsquantum A = 6.62607015 - 10~2*Js = 27/ = 6.2831853071... - 1.0545718176 ... - 10~ >*Js.
h wird als reduziertes Plancksches Wirkungsquantum bezeichnet.
2 Allerdings ist das Konzept der Energieerhaltung auf gekriimmten Raumzeiten in der allgemeinen Relativitiitstheorie problematisch.

Andreas Aste 3 Vorlesungsnotizen MMT, HS 2025



Lingenskalen

In den gingigen kosmologischen Modellen unseres Universums wird davon ausgegangen, dass vor 13.8 Milli-
arden Jahren ein als *Urknall’ bezeichneter Schopfungsprozess stattfand. Zwar legt Licht im flachen Raum in
13.8 Milliarden Jahren eine Strecke von 13.8 Milliarden Lichtjahren zuriick, doch wegen der Expansion des
Universums diirften sich unterdessen die entferntesten Objekte, die sich prinzipiell noch von der Erde aus in ei-
ner frithen Phase ihrer Entstehung nach dem Urknall beobachten liessen, weiter als 13.8 Milliarden Lichtjahre
von uns entfernt befinden. Man setzt den Radius des beobachtbaren Universums im Rahmen des Standard-
Urknallmodells zu etwa 46.6 Milliarden Lichtjahren oder 4.41 - 10%6m an.

Es sind aber auch die Naturgesetze im Kleinsten, welche das Verhalten des Universums im Grossen bestim-
men. So erweisen sich bei genauerem Hinsehen viele Quantitédten in der Natur als quantisiert, und im Falle der
elektrischen Ladung stellt sich heraus, dass diese strikt portioniert auftritt. Diese Tatsache harrt bislang einer
fundierten Erkldrung, auch wenn gewisse Konsistenzbetrachtungen im Rahmen erweiterter quantenfeldtheore-
tischer Theorien der Elementarteilchen und ihrer Wechselwirkungen Hinweise auf eine mogliche Losung des
Problems liefern. So konnten bislang nur Teilchen beobachtet werden, deren elektrische Ladung ein ganzzahli-
ges Vielfaches (eines Drittels®) der Elementarladung eq = 1.602176634As betrug. Fillt ein Teilchen durch eine
elektrische Potentialdifferenz von einem Volt, so gelangt man auch schon zu einer fiir die Atom-, Kern-, Astro-
und Teilchen-Physik praktischen Energieeinheit, dem Elektron(en)volt (eV) mit 1eV := 1.602176634 - 107 197.
Auch Energien sind bisweilen *gequantelt’, aber nicht zwingend so gleichmaéssig wie die elektrische Ladung.

Die uns bekannten Lebensformen halten sich auf einer logarithmischen Skala betrachtet im Mittelfeld zwischen
den grossten und den kleinsten uns durch Beobachtung zugénglichen Objekte auf. Wo schliesslich die Grenze
zwischen klassischer Physik und Quantenmechanik anzusetzen ist, ist kaum klar zu beantworten, zumal der
Begriff der klassischen Physik heutzutage fiir eine Theorie steht, welche sich als Grenzfall aus der fundamen-
taleren Naturbeschreibung durch die Quantenmechanik ergibt. Makroskopische Quantenphénomene wie die
Levitation von Supraleitern iiber Magneten (Meissner-Ochsenfeld-Effekt) oder die Suprafluiditiat von Helium-
isotopen sind wohlbekannt. Da der Mensch selbst aus Molekiilen besteht, deren typische thermische Energie
sich aus der Boltzmann-Konstante kg = 1.380649-10723J-K~! (exakt!) und der Kérpertemperatur 7' ~ 310K
zu etwa kg1’ ~ 0.027eV errechnet, gehen aber Energiequanten in diesem Energiebereich im thermischen Rau-
schen eines menschlichen Korpers als *Detektor’ unter und sind daher einzeln nicht wahrnehmbar.

Betrachtet man Quanten etwas hoherer Energie - beispielsweise optische Photonen mit Energien weniger eV -
so gelangt man in den Bereich der Auflosung konventioneller Lichtmikroskope, welche mit der (reduzierten)
Wellenldnge A\ (A = A/(27)) oder der (Kreis-)Frequenz v (w = 2 - v) des Lichts als elektromagnetische
Welle und der Energie £, = hv = lw = he/A = hic/X der mit der Welle assoziierten Photonen (y-Quanten)
sowie deren Impuls p, = h/A = h/X = E, /c verkniipft ist. Mit p,X = h beobachtet man mit der Impuls-
Wellenldngen-Beziehung des Lichts eine an die Orts-Impuls-Unschérferelation erinnernde Beziehung.

Das durchschnittlich normal sehende Auge reagiert bei Tageslicht am sensibelsten auf Photonen einer Wel-
lenliinge von 555nm = 5.55 - 10~ "m. Daraus berechnet sich eine Frequenz von v ~ 540THz = 5.4 - 1014s~!
und eine Photonenenergie von E., ~ 2.23eV ~ 3.58 - 10~ '9]. Solche Energien liegen im Bereich molekularer
Bindungsenergien; die Wellenldnge iibertrifft die Ausdehnung von Atomen aber noch um etwa 3 Zehnerpoten-
zen.

Teilchenphysiker[innen] kennen ja mit Vorteil den Wert des folgenden Produkts zweier Naturkonstanten®

he =197.33MeV - fm ~ 0.2GeV - fm, 3)

*Man vergesse nicht die Quarks. Die Ladung des Up-Quarks betrigt %eo, die des Down-Quarks —eg /3.
“1fm = 107'm = 1 Femtometer = 1 Fermi. Aus dem Dinischen *femten’ = ’fiinfzehn’ bzw. nach Enrico Fermi (1901-1954),
Nobelpreis fiir Physik 1938.
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welcher sofort eine Abschétzung der in der Kern- und Teilchen-Physik auftretenden typischen Langenskalen
bei gegebener Energieskala und umgekehrt zulédsst. So betrigt die rdumliche Ausdehnung eines Protons etwa
1fm, wihrend die Energien der sich im Proton aufhaltenden Valenz-Quarks im Bereich von Bruchteilen eines
GeV liegen .

Dringt man also weiter vor in die mikroskopische, durch Quanteneffekte dominierte Welt, so ist zudem eine
kurze Diskussion der Feinstrukturkonstante
_ % 0072973525664(17) = !
 dmweghe T ~137.035999139(31)

(mit der elektrischen Feldkonstante ¢p = 8.8541878128(13)As/(Vm) und der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
c = 299792458m/s) durchaus interessant. Das Besondere an « ist die Tatsache, dass « eine Zahl ist; der Wert
der Feinstrukturkonstante ist unabhingig vom verwendeten Einheitensystem. In diesem Sinne ist « fundamental
fiir die Physik in unserem Universum, und « hat in den vergangenen Jahrmilliarden keine bislang nachweisbare
Anderung erfahren.

“4

Damit ergibt sich folgende Liste wichtiger Lingen- und Energie-Skalen in der Quantenmechanik, wobei die
untenstehende hierarchische Gliederung zunichst durch die Feinstrukturkonstante v vorgegeben ist:

¢ Bohrscher Radius

4regh?
rp = 0 59917721067(12) - 10~ 'm. (5)

2

meeg

Der Bohrradius ist ein Mass fiir die Ausdehnung des Wasserstoffatoms im Grundzustand. Die Bindungs-
energie wie auch die kinetische Energie des Elektrons der Masse m, = 9.10938356(11) - 10 3'kg ~
511keV/c? in diesem Zustand betragen rund 13.6eV; das Elektron bewegt sich in einer klassischen Be-
trachtung (Bohrmodell) mit der Geschwindigkeit v,- ~ ac ~ ¢/137.

* Reduzierte Comptonwellenlidnge des Elektrons
Ae h

2T mec

Ae =arp = 3.86159267533(18)m . (6)

Auf dieser mit der Ruheenergie des Elektrons von 511keV assoziierten Langenskala treten in der A-
Umgebung eines Elektrons geringfiigige Abweichungen vom 1/r2-Verhalten des Coulombfeldes auf,
die in einem klassischen Bild durch die Bildung virtueller Elektron-Positron-Paare erklért werden (’ Va-
kuumpolarisation’).

¢ Klassischer Elektronenradius

1 2
re = aX. = a’rp = p— meocz = 2.8179403227(19) - 10~ °m. (7)
e

Stellt man sich ein Elektron als eine Ladungswolke vor und berechnet im Rahmen dieser naiven Modell-
vorstellung die ungefihre rdumliche Ausdehnung dieser Wolke, bei der die potenzielle elektrostatische
Energie der Ladungsverteilung der Ruheenergie m.c? des Elektrons entspricht, so gelangt man schliess-
lich zu Werten in der Grossenordnung des klassischen Elektronenradius.

* Elektroschwache Lingenskala

= 2.163967(50) - 10~ ¥m. ®)

lW ~ XC,Z =
mzc

Die reduzierte Comptonwellenldnge A. 7 des Z-Bosons (oder der etwas leichteren W*-Bosonen) als
Vermittler der schwachen Wechselwirkung ist zugleich ein Mass fiir die Reichweite dieser Kraft. Zerfillt
beim 3~ -Zerfall des Neutrons ein u-Quark in ein d-Quark, so geschieht dies in einer /1 -Umgebung der
betreffenden Quarks. Das elementare Z-Boson ist mit einer Ruhemasse von my = 91.1876(21)GeV/c?
etwa 100mal schwerer als das Proton (mp = 938.2720813(58)MeV/c? = 1836.15267389(17)m.).
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* Planck-Linge
[hG
Ip =1/ — = 1.616229(38) - 10~ *"m. )
C

Auf dieser Lingenskala verliert die Raumzeit wahrscheinlich alle klassischen Eigenschaften und muss
in einem quantenmechanischen Rahmen untersucht werden. Stellt man sich vor, dass *Vakuum-Massen-
fluktuationen’ im Allerkleinsten so gross werden, dass sie gar der Bildung virtueller schwarzer Locher
Vorschub leisten, so ldsst sich aus dem beriihmten Resultat der allgemeinen Relativititstheorie (ART) fiir
den Schwarzschildradius rg eines nicht rotierenden, ungeladenen schwarzen Loches der Masse Mpp

rs = CTMBH (10)

mit einer Ortsunschirfe Ax ~ [p ~ rg und Massenunschirfe Am ~ mp ~ Mgy auf Planck-Skala mit

2 h
und Az AgT —Gmp sofort  Az? ~ G— = lfp (1

UR
Ax ~ 5 3
c c

2mpc

folgern. Im Kleinsten entpuppt sich die Raumzeit wohl als ’Quantenschaum’ und verliert ihre in der
Elementargeometrie suggerierten Eigenschaften. Natiirlich ist G = 6.67430(15) - 10~ kg™t - s72 - m?3
die Gravitationskonstante.

Fundamentale Konstanten

Man mag sich fragen, ob ’Naturkonstanten’ wie die Plancksche Konstante oder die Lichtgeschwindigkeit
zeitabhdngig sind; in einem verallgemeinerten Rahmen konnte die Plancksche Konstante gar als Raumzeit-
Funktion h(t, ¥) angesetzt werden.

Da aber Messungen auf einem Vergleichsprozess beruhen, macht es tatsdchlich wenig Sinn, bei einer solchen
Fragestellung einheitenbehaftete Grossen vorbehaltlos zu diskutieren. So wird beispielsweise davon ausgegan-
gen, dass sich das Universum in den vergangenen Jahrmilliarden ausgedehnt hat; diese Aussage ist aber nur
dann sinnvoll, wenn klar ist, dass die mit ihren verschiedenen Eigenschaften als Massstibe dienenden Ele-
mentarteilchen als unverinderlich vorausgesetzt werden konnen.

Daher sind dimensionslose (einheitenunabhingige) Grossen besser geeignet, um als ’fundamentale Konstanten’
im Rahmen theoretischer Betrachtungen untersucht zu werden. Ob sich der Wert der Feinstrukturkonstante o
oder die Massenverhiltnisse diverser Elementarteilchen (u = mp/m, ~ 67°) als eher zufillig oder als dhnlich
fundamental wie die Kreiszahl 7 = 3.14159265... erweisen werden, ist eine interessante unbeantwortete
Frage. Experimentelle Messungen beschrinken die Zeitabhiingigkeit der oben erwihnten Verhiltnisse auf
18] <1071 7q 71, 2 < 10716471, (12)
o K
Natiirlich definiert jedes Verhiltnis der Ruhemassen zweier (Elementar-)Teilchen eine fundamentale dimensi-
onslose Grosse. Eine weitere dimensionslose Grosse stellt das Verhiltnis R der elektrostatischen und gravito-
statischen Anziehungskraft zwischen einem Elektron-Positron-Paar

2 2 2
+ o 60 + o m o + + o 60 ~ 49
a = Tregr?” grav = GT; = R=F5 [Fga = IreoGm2 = 4.1656 - 10 (13)

dar.
Weitere dimensionslose Parameter tauchen im Standardmodell der Teilchenphysik in Form der starken und

elektroschwachen Kopplungskonstanten und in der Cabibbo-Kobayashi-Maskawa-Matrix und der Pontecorvo-
Maki-Nakagawa-Sakata-Matrix auf.
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Einheiten in der Teilchenphysik

SI-Einheiten

Physikalische Grossen werden in der Experimentalphysik gemessen und in der theoretischen Physik berechnet.
Der Wert GG einer skalaren physikalischen Grosse G als eine an einem Objekt der Physik quantitativ bestimm-
bare Eigenschaft eines Vorgangs oder Zustands wird iiblicherweise als Produkt aus einem Zahlenwert {G} und
einer Masseinheit [G] angegeben:

G = {G}[q]. (14)

Der Begriff der skalaren Grosse wird hier natiirlich im Sinne einer durch einen einzelnen Zahlenwert und die
Masseinheit charakterisierbaren Grosse verwendet und hat hier keinen expliziten gruppentheoretischen Hin-
tergrund. G kann also auch eine Komponente einer tensoriellen Grosse sein. Ublicherweise wird die Einheit
[G] durch ein Einheitenzeichen abgekiirzt notiert (Meter — m), und Einheiten konnen durch Potenzierung und
Produktbildung zu neuen Einheiten abgeleitet oder durch Priifixe (welche oft ganzzahligen Potenzen von 103
entsprechen) so reskaliert werden, dass der Zahlenwert {G'} in einem wiinschenswerten numerischen Bereich
liegt (m — km = 103m).

Nach der Internationalen Organisation fiir Normung (ISO) sind Grossensymbole (Formelzeichen) in kursiver
Schrift zu schreiben, Einheitenzeichen in aufrechter Schrift. Zwischen Zahlenwert und Einheit steht kein Mul-
tiplikationszeichen.

Im heutzutage am weitesten verbreiteten Internationalen Einheitensystem oder SI-System (franzdsisch Systeme
international d’unités) wurden nach praktischen Gesichtspunkten 7 Basiseinheiten zur Angabe physikalischer
Grossen definiert. Die sieben Basiseinheiten heissen Meter (abgekiirzt m), Sekunde (s), Kilogramm (kg), Ampe-
re (A), Kelvin (K), Mol (mol) und Candela (cd). Dabei ist zu bemerken, dass die Einheit Ampere im Gegensatz
zu ihrem Namensgeber André-Marie Ampere ohne accent grave geschrieben wird. Die Einheit Candela ist mit
dem optischen Sinneseindruck einer Leuchte auf Auge und Gehirn eines Menschen verkniipft und soll wegen
ihrer geringen Relevanz fiir die Teilchenphysik hier nicht weiter diskutiert werden.

Die historischen Hintergriinde der heute gebriduchlichen SI-Einheiten stellen ein umfangreiches und interessan-
tes Thema dar - so war die Sekunde bis in die 1950er Jahre als der 86400ste Teil des mittleren Sonnentages
definiert, der Meter sollte den zehnmillionsten Teil des Erdquadranten des vom Nordpol ausgehenden und Paris
beriihrenden Meridians betragen und wurde entsprechend einst durch zwei Markierungen auf Metallstiben, den
Urmetern, definiert. Zudem ist ein Sekundenpendel recht prézise einen Meter lang. Doch auch diese Betrach-
tungen wiirden hier zu weit fithren.

Seit dem 20. Mai 2019 sind samtliche SI-Einheiten mit Hilfe physikalischer Konstanten definiert und somit
nicht ldnger von menschengemachten Artefakten wie beispielsweise dem seit 1889 in Sevres bei Paris aufbe-
wahrten Urkilogramm oder einem Urmeter abhidngig. Aktuell gilt:

Die Sekunde ist seit 1967 als das 9192631770fache der Periodendauer der dem Ubergang zwischen den beiden
Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustandes von Atomen des Nuklids '33Cs entsprechenden Strahlung de-
finiert, d.h. die entsprechende Frequenz betriigt genau 9192631770s~ . Diese Definition der Sekunde bezieht
sich auf Cisiumatome im Ruhezustand, bei einer Temperatur von 0K. Die Ubergangslinienbreite ist sehr ge-
ring; zudem ist die Tatsache von Vorteil, dass '33Cs das einzige stabile Isotop des Cisiums darstellt, wodurch
messtechnisch nachteilige Isotopeneffekte ausgeschlossen werden kénnen.

Durch die Definition der Sekunde wird mit der Festlegung der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit im Jahre 1983

auf den exakten Wert ¢ = 299792458m-s~ 1 der Meter als die Strecke definiert, welche das Licht in einer
299792458stel Sekunde zuriicklegt. Innerhalb der heutigen experimentellen Messgenauigkeit kann fiir die
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Vakuum-Lichgeschwindigkeit keine Dispersion, d.h. eine Abhéngigkeit der Lichtgeschwindigkeit von der Fre-
quenz einer elektromagnetischen ebenen Welle oder der Energie eines Photons, festgestellt werden.

Seit 2019 ist damit auch das Kilogramm als schwere und trige Masseneinheit durch die Festlegung der Planck-
schen Konstante auf h = 6.62607015kg - m? - s~! festgelegt. Dabei gilt die Masseneinheit Kilogramm (kg)
trotz des Prifixes k = 1000, welches das Kilogramm die tausendfache Masse des Gramms (g) notiert, als
SI-Basiseinheit. Aus den SI-Basiseinheiten s, m und kg bildet man die abgeleitete SI-Energieeinheit Joule
(1J = 1kg - m? - s72).

Nach wie vor gilt das Ampere als SI-Basiseinheit und nicht die abgeleitete SI-Ladungseinheit Coulomb (C),
auch wenn das Ampere seit 2019 durch die Festlegung der Elementarladung (bzw. der Protonladung) auf den
exakten Wert g = 1.602176634 - 10~ 1°C mit 1C = 1A - s erklirt ist.

Die Temperatureinheit Kelvin (bzw. Grad Celsius) wird neu durch die Festlegung der Boltzmann-Konstante
auf den exakten Wert kg = 1.380649 - 10~23J /K definiert. Friiher war das Kelvin als der 273.16te Teil der
thermodynamischen Temperatur des Tripelpunktes des Wassers definiert, wobei bereits die Definition des Was-
sers als Isotopengemisch eine gewisse Herausforderung darstellt. Bekanntlich ist die mittlere Energie der voll-
elastischen punktformigen Teilchen eines idealen Gases der Temperatur T' gegeben durch E = 3kgT /2, der
Energiebegriff ist also unmittelbar mit dem Temperaturbegriff verkniipft.

Das Mol als SI-Basiseinheit der Stoffmenge bezeichnete urspriinglich die Zahl der Atome in einer Probe aus
12g reinem 12C. Seit 2019 enthilt 1mol eines Stoffes genau 6.02214076 - 10?3 Teilchen, also rund 600 Tril-
liarden. In gewissem Sinne ist das Mol der Name einer grossen Zahl, die dem Zihlen der Teilchen in einer
makroskopischen Stoffmenge dienlich ist. Es ist klar, dass auf diese SI-Basiseinheit ohne grossere Not verzich-
tet werden konnte.

Einheiten in der Teilchenphysik
Im SI-Einheitensystem gilt also fiir das Beispiel des reduzierten Plankschen Wirkungsquantums /A exakt
h={n}A], {h}=6.62607015-10"2"/(2-7) = 1.0545718176...-1073* | [A] = kg-m*s~' =Js, (15)

wobei die Auslassung eines Punktes in der Einheit Js = J-s keine Notationsmissverstindnisse verursachen kann.

In der Teilchenphysik wird ein natiirliches Einheitensystem verwendet, in welchem
h:C:kBZQ):l (16)

gilt. Der Wert der elektrischen Feldkonstante (auch Permittivitit des Vakuums, Dielektrizititskonstante des
Vakuums oder Influenzkonstante genannt) betrigt ¢g = 8.8541878128(13) - 107 12A%s%kg~'m™3, wobei die
Klammerzahl (13) die aktuelle Unsicherheit in den beiden letzten Dezimalen des experimentell bestimmten
Zahlenwerts von € angibt. Vor dem 20. Mai 2019 galt noch exakt ¢y = 107 /(47 - 299792458%)As/(Vm).

Generell zeichnen sich natiirliche Einheitensysteme dadurch aus, dass Naturkonstanten (bis auf moglichst ein-
fache numerische Faktoren) als Basiseinheiten zugrunde gelegt werden. Durch die vier Bedingungen in (16)
reduziert sich die Anzahl der 5 in der Praxis der Teilchenphysik relevanten SI-Einheiten s, m, kg, C (oder A) und
K auf eine einzige festzulegende Basiseinheit, mit welcher der Wert aller relevanten Grossen in der Teilchen-
physik ausgedriickt werden kann. Oft bedient man sich hierzu der Energieeinheit Elektron(en)volt (eV), welche
durch 1eV = 1.602176634 - 10~ '] definiert ist. In der Kernphysik tauchen oft Energien der Grossenordnung
Megaelektronenvolt und Gigaelektronenvolt (1IMeV = 10%V, 1GeV = 10%V = 1.602176634 - 10~ '°J) auf,
in der Hochenergiephysik arbeitet man zur Zeit im TeV-Bereich (Teraelektronenvolt, 1TeV = 10'2eV).
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Im SI-System ist ja he = 197.3269982...MeV - fm ~ 200MeV - fm = 0.2GeV - fm. In der Teilchenphysik
gilt aber hc = 1. Deshalb kann beispielsweise eine Distanz d von einem Femtometer wegen 0.2GeV - fm ~ 1
in der Teilchenphysik mit Hilfe inverser Energieeinheiten alternativ durch d = 1fm ~ 1/(0.2GeV) = 5GeV !
angegeben werden.

Im allgemeinen Fall l4sst sich der Wert G p einer in der Teilchenphysik durch Potenzen der gewihlten Basis-
energieeinheit ausgedriickten physikalischen Grosse in ihren Wert G gy in SI-Einheiten umrechnen, indem man
G7p mit Potenzen der Konstanten £, ¢, kg und ¢y im SI-System derart multipliziert, dass G g die korrekten
Einheiten im SI-System erhalt:

Gsr = Grp - hgy - cgl . k:g’SI : 68151 fiir geeignete «, 5,7, 0 . 17

Das Coulomb-Gesetz fiir die Kraft ' zwischen zwei Ladungen ¢ und () im Abstand r lautet im SI-System

1 qQ
_ a2 18
dmeg 127 (18)
in der Teilchenphysik
1 qQ
F=—= 19
A 72’ (19
wihrend im oben nicht besprochenen Gaussschen Einheitensystem
F= @ (20)
r
gilt.
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Symmetrien und Gruppen in der Physik

Die Gruppentheorie spielt im Zusammenhang mit dem Symmetriebegriff eine zentrale Rolle in der Physik.
Symmetrie ist die Eigenschaft eines Objekts O, unter einer gewissen Menge 7 () von Transformationen un-
verdndert zu bleiben. Die Menge dieser Transformationen bildet eine Gruppe, wenn sich alle der betrachteten
Transformationen riickgingig machen lassen. Die Umkehrung einer Transformation 7' € T (O) entspricht
dann einer Transformation mit dem inversen Element 7. Sowieso kann man zwei Transformationen 7} und
T5 in 7 (O) hintereinander durchfiihren und so zu 7577 € 7 (O) verkniipfen. Ein Wiirfel ist unter einer endli-
chen Anzahl von Drehungen und Spiegelungen invariant und damit ein symmetrisches Objekt; eine Kugel ist
unter unendlich vielen Drehungen und Spiegelungen invariant und besitzt damit eine noch grossere Symme-
trie(gruppe) als der Wiirfel; der dreidimensionale euklidische affine Raum ist zudem noch translationsinvariant.
In der Quantenfeldtheorie ist das Vakuum oft als physikalischer Zustand hochster Symmetrie definiert. Jedes
Objekt besitzt zumindest die triviale Symmetriegruppe, welche aus nur einem Element besteht: die Identitit,
welche das Objekt der Betrachtung unberiihrt 1&sst.

Die in der Physik untersuchten symmetrischen Objekte sind oft physikalische Systeme oder ausgewéhlte Ei-
genschaften derselben, konnen aber auch abstrakterer Natur sein. Auch die Naturgesetze, denen physikalische
Systeme unterworfen sind, weisen Symmetrien auf. Man unterscheidet bei theoretischen Untersuchungen in et-
was salopper Sprechweise zwischen kontinuierlichen und diskreten Symmetrien. Die Begriffe "kontinuierlich’
und ’diskret’ sind topologischen Ursprungs.

Zu den kontinuierlichen Symmetrien zdhlen die sogenannten ’dusseren’ Raumzeitsymmetrien wie die Lorentz-
oder Poincaré-Invarianz der Naturgesetze in der idealisierten flachen vierdimensionalen Raumzeit ~ R'3 und
die ’inneren’ (Eich-)Symmetrien wie die SU(2)1, x U(1)y der elektroschwachen Eichtheorie und die SU (3)c-
Symmetrie der Quantenchromodynamik. Diskrete Symmetrien tauchen beispielsweise in der Kristallographie
auf, aber auch in Form der symmetrischen Gruppe .S;,, wenn es um Symmetrieeigenschaften fermionischer oder
bosonischer Quantensysteme geht.

Manchmal sind Symmetrien nicht exakt oder nur eingeschrénkt giiltig, aber dennoch niitzlich fiir die Phéno-
menologie physikalischer Systeme, wie im Falle der approximativen SU(2)-Isospin-Symmetrie in der Kern-
und Teilchenphysik oder der Flavoursymmetrie SU (3)r, welche durch die zwar verschiedenen, aber relativ
geringen Massen der up-, down- und strange-Quarks und die im Rahmen gewisser Betrachtungen geringen
symmetriebrechenden Effekte der elektroschwachen Wechselwirkung dieser Quarks ihre Berechtigung erhiilt.

Die diskreten Symmetrien der Ladungskonjugation C', der Raumspiegelungssymmetrie P und der Zeitumkeh-
rinvarianz T sind tatsdchlich keine Symmetrien aller uns bekannten Naturgesetze. Die Kombination C' PT gilt
aber als fundamentale Symmetrie der relativistischen Quantenfeldtheorien, welche der Beschreibung der uns
bekannten Prozesse in der Teilchenphysik dienen.

Spontane Symmetriebrechung

Eine ganz alltédgliche, aber vielen Leuten ginzlich unbewusste Tatsache beruht auf der Beobachtung, dass die
Symmetrie eines Naturgesetzes im Allgemeinen nicht der Symmetrie der Objekte gleich ist, welche dem Gesetz
unterworfen sind. Dies ldsst sich durch eine einfache Aufgabe leicht veranschaulichen. Man stelle sich hierzu
vor, dass vier Stidte aus Spargriinden durch ein moglichst kurzes Bahnnetz miteinander verbunden werden sol-
len. Zufilligerweise sollen die Standorte der stiddtischen Bahnhofe allesamt prizise auf den Eckpunkten eines
Quadrates liegen, wobei Eisenbahnknoten ausserhalb der Stddte erlaubt sein sollen. Vereinfachend nehmen wir
an, dass die Kantenlidnge dieses Quadrats gerade eine Masseinheit betrigt, welche wir nicht weiter notieren
wollen. Jede Stadt besitzt also zwei Nachbarstddte im Abstand 1, und eine weitere Nachbarstadt im Abstand
v/2. Das vorliegende Problem ist ein Spezialfall eines Steinerbaumproblems (nach dem Schweizer Mathema-
tiker Jakob Steiner), bei welchem das kiirzeste Wegnetz zwischen endlich vielen vorgegebenen Punkten in der
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euklidischen Ebene gesucht wird.

/ N\,
’ \,
# "

Abbildung 1: Achsen der Spiegelungen, welche das dargestellte Quadrat wieder zur Deckung bringen.

Naiverweise wiirde man erwarten, dass die Losung des Problems dieselbe Symmetrie aufweisen sollte wie das
Quadrat. Auf diese Losung wollen wir nun kurz eingehen. Ein Quadrat ist sicher invariant unter folgenden
Transformationen: der Identitit I = Ry, welche als Rotation um einen Winkel von 0° aufgefasst werden kann,
sowie unter Drehungen Ry /4, Ry /2, R3/4 um 90°, 180? und 270? im mathematisch positiven Sinne, dem Ge-
genuhrzeigersinn (aus iiberirdischer Sicht). Hinzu kommen Spiegelungen an Achsen, wie sie in Abbildung 1
eingezeichnet sind. Diese wollen wir mit Sy (horizontale Achse), S; (im Gegenuhrzeigersinn gegeniiber der
horizontalen Achse um 45° gedrehte Achse), S> (vertikale Achse) sowie mit S5 fiir die verbleibende Achse
bezeichnen. Natiirlich liessen sich die Spiegelungen auch als rdumliche dreidimensionale Drehungen von 180°
um die Spiegelachsen auffassen.

Die Symmetriegruppe unseres Problems ist die sogenannte Diedergruppe D, und besteht also aus den Elemen-
ten
{Ro, R4, Ryij2, R3ya, So, S1, S2, S3}. 1)

Zwar kommutieren die Drehungen innerhalb der zyklischen Untergruppe Cy = {Ro, Ry /4, R1/2, R34}, doch
es gilt auch
S1+Rijy =50, Rijs-5S1=052, (22)

esistalso S1 - Ryy # Ry4 - S1, wovon man sich leicht mit einem beschrifteten Papierquadrat iiberzeugt. Dy
ist nicht-abelsch.

Wie aber sieht nun das kiirzeste Verbindungsnetz zwischen den Eckpunkten eines Quadrates aus? Natiirlich bil-
den die Kanten des Quadrats ein Verbindungsnetz der Linge 4 zwischen allen vier Stiddten. Niitzt man aber die
Diagonalen im Quadrat wie in Abbildung 2 dargestellt aus, so ist jede Stadt von einer anderen Stadt aus iiber ein
kiirzeres Verbindungsnetz der Gesamtlinge /8 = 21/2 ~ 2.8284 ... zu erreichen. Beide bisher prisentierten
Verbindungsnetzvorschldge besitzen dieselbe Symmetriegruppe wie das Quadrat, sind invariant unter den Dre-
hungen und Spiegelungen der Diedergruppe D4. Es geht aber noch besser. Abbildung 3 zeigt zwei Verbin-
dungsnetze der Gesamtlinge v/3 4+ 1 ~ 2.7320. . ., welche tatsichlich 3.41% kiirzer sind als der in Abbildung
2 dargestellte Vorschlag der Linge /8 ~ 2.8284.... Beide im Wesentlichen gleichwertigen und tatsichlich
optimalen Losungen besitzen eine kleinere Symmetriegruppe als das gestellte Problem! Im Gegensatz zum
Quadrat kommen sie bei einer Drehung um 90° nicht mit sich selbst zur Deckung. Die Symmetriegruppe der
Losungen ist eine Untergruppe der D, und besteht aus den vier Transformationen

Dy = {Ro, Ry)s, So, S2}. (23)

Scherzhafterweise konnte man hier anbringen, dass das als spontane Symmetriebrechung (SSB) bezeichnete
Phinomen der Diskrepanz zwischen der Symmetrie der Spielregeln und der Symmetrie der den Spielregeln
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Abbildung 2: Verbindungsnetz (gestrichelte Strecken) der Gesamtlinge /8 ~ 2.8284 ... zwischen den Eck-
punkten eines Einheitsquadrates der Kantenldnge 1. Das Verbindungsnetz besitzt zum Quadrat analoge Sym-
metrieeigenschaften, ist aber nicht optimal.

Abbildung 3: Kiirzeste Verbindungsnetze (gestrichelte Strecken) der Gesamtlinge /3 4+ 1 ~ 2.7320. .. zwi-
schen den Eckpunkten eines Einheitsquadrates der Kantenldnge 1. Die beiden kleinen Winkel in den Dreiecken
betragen 30°.

unterworfenen Spielteilnehmer eine Erklarung fiir den Siindenfall liefert: Die gottlichen Gesetzte waren zwar
wohlgeordnet und von hochster Perfektion, doch bei der Ausfiihrung der Gesetzte haperte es dann doch.

Die SSB ist es letztlich, welche die Existenz einer nicht trivialen Welt ermdglicht. Die Naturgesetze selbst
weisen in zumindest sehr guter Niherung eine Translations- und eine Rotationssymmetrie auf. So sind die Na-
turgesetze in Paris dieselben wie hinter dem Mond. Die Feinstrukturkonstante scheint eine echte Konstante zu
sein und nicht von Ort und Zeit abzuhiingen. Ein Taschenrechner funktioniert im leeren Raum in genau gleicher
Weise, wenn er um einen beliebigen Winkel gedreht wird. Dennoch besteht die Welt nicht aus einem homoge-
nen Medium, sondern aus nicht rotationssymmetrischen Entititen wie Stiihlen, Weinflaschen und Singvogeln,
die durch Drehung und Verschiebung in einen veridnderten Zustand versetzt werden, doch nicht die Naturgeset-
ze, denen die Dinge unterliegen. In vielen quantenfeldtheoretischen Modellen ist das Vakuum der Zustand mit
der grossten Symmetrie - so kann das Vakuum beispielsweise als translations- und rotations-invariant voraus-
gesetzt werden, und damit ist es dann auch recht strukturarm.

Um die ganze Angelegenheit der spontanen SSB fiir die (Quanten-)Physik noch etwas interessanter zu gestalten,
kann man die SSB in speziellerer Form als Diskrepanz zwischen der Symmetrie der in einem physikalischen
System herrschenden Gesetze und der Symmetrie eines Grundzustandes auffassen. Bei einem Grundzustand
als Zustand niedrigster Energie erwartet man das hochste Mass an Symmetrie, denn der Grundzustand ist in ge-
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wissem Sinne am wenigsten angeregt und sollte somit die einfachste Struktur und damit die grésste Robustheit
unter Symmetrietransformationen aufweisen. Bei solchen Betrachtungen spielt die Entartung des Grundzustan-
des eine Rolle, und ob man (Quanten-)Systeme mit endlich oder unendlich vielen Freiheitsgraden betrachtet.
Eine umfassende Behandlung aller Konzepte im Zusammenhang mit der SSB wiirde aber an dieser Stelle viel
zu weit fiithren.

Theoretische Modelle mit spontaner Symmetriebrechung spielen in der Elementarteilchenphysik und vielen
anderen Disziplinen der Physik eine wichtige Rolle im Zusammenhang mit dem sogenannten Higgs-Mecha-
nismus, wo eine spontane Symmetriebrechung fiir die Massen der W- und Z-Bosonen verantwortlich ge-
macht wird. Allerdings ist gerade an dieser Stelle eine Warnung angebracht: Die Literatur ist gespickt mit
irrefithrenden Bemerkungen zu den Begriffen des Higgs-Mechanismus und der spontanen Symmetriebrechung.
Tatséchlich kdnnen sogenannte lokale Eichsymmetrien, welche in der Formulierung vieler Modelle der theo-
retischen Teilchenphysik eine wichtige Rolle spielen, nicht spontan gebrochen werden, eine Tatsache, die als
Elitzurs Theorem bekannt ist. Man muss also unter Umstinden ganz genau hinschauen, um zu begreifen, ob
und was wirklich gebrochen wurde.

Symmetriebrechungsmechanismen kénnen auch zur Erkldarung des Unterschiedes zwischen Raum und Zeit
herangezogen werden. Offensichtlich konnen unsere Naturgesetze auf einer vierdimensionalen Biihne mit drei
raumlichen und einer zeitlichen Dimension formuliert werden, wenn man von der moglichen Existenz weite-
rer Dimensionen absieht. Dass die Zeit sich aber von den drei raumlichen Dimensionen unterscheidet, konnte
die Konsequenz eines spontanen Symmetriebrechungsmechanismus auf einer iibergeordneten physikalischen
Ebene sein, die sich unserer wissenschaftlichen Sicht noch entzieht. Wenn Wasser gefriert, miissen sich die im
fliissigen Wasser vorwiegend ungeordnet bewegenden Wassermolekiile spontan in rdumlich willkiirlich ausge-
richteten Kristallisationsebenen anordnen. In dhnlicher Weise konnte die Raumzeit-Struktur von einer hoheren
Symmetrieebene ausgehend spontan zur beobachteten Raum- und Zeit-Struktur heruntergebrochen sein.

Man mag sich mit Fug und Recht die Frage stellen, weshalb wir drei Raumdimensionen, doch nur eine Zeit-
dimension wahrnehmen konnen. In der Tat wire der ’Alltag’ in einer Welt mit zwei Zeitdimensionen recht
verwirrend, vor allem was die Terminplanung betrifft. Die aus der Existenz nur einer Zeitdimension folgende
kausale Struktur unserer Welt ist eine wichtige theoretische Stiitze, der in der Elementarteilchenphysik eine oft
nicht manifest wahrgenommene, aber doch fundamentale Bedeutung zukommt.
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Einschub: Teilchen, Wechselwirkungen und Wirkungsquerschnitte

“Wenn man fiir ein Experiment einen Statistiker benétigt,
dann hitte man ein besseres Experiment durchfiihren sollen.”

Ernest Rutherford (1871-1937).

Der Begriff des Wirkungsquerschnitts ist von zentraler Bedeutung fiir die experimentelle und theoretische
Atom-, Astro-, Kern- und Teilchenphysik und und dariiber hinaus fiir viele weitere naturwissenschaftlich-tech-
nische Anwendungs- und Forschungs-Bereiche. Als Formelzeichen fiir den Wirkungsquerschnitt wird tiblicher-
weise der griechische Buchstabe o verwendet.

Der Wirkungsquerschnitt ist ein bestimmendes Mass fiir die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen einfallenden
Teilchen (oder Projektilen in einem Teilchenstrahl) und Zielteilchen (welche im experimentellen Rahmen einen
Streukorper oder das 7arget bilden) ein bestimmter Prozess wie beispielsweise eine Streuung (d.h., eine elasti-
sche oder inelastische Ablenkung des Projektils an einem Zielteilchen), eine Absorption oder eine weitere spe-
zifische Reaktion stattfindet, bei welcher durchaus auch neue Teilchen erzeugt werden konnen. Entsprechend
spricht man préziser von Streuquerschnitten og, Absorptionsquerschnitten o, und vielen weiteren Reaktionsty-
pen entsprechenden Reaktionsquerschnitten o,.. Die Unterscheidung kollidierender Teilchen in Projektile und
Targets ist natiirlich kiinstlicher Natur. Sie widerspiegelt aber die hdufig experimentell vorliegende Situation,
bei welcher aus einer Beschleunigeranlage stammende Projektile auf eine im Labor ruhende Probe geschossen
werden.

L 4 > *r—>

Abbildung 4: Klassisches Sinnbild fiir die Streuung von Projektilen an einem anfiinglich ruhenden Atomkern.
Weit vom als Streuzentrum agierenden Atomkern befindliche Detektoren stellen fest, wieviele Teilchen des von
links einfallenden Teilchenstroms in einen (bei theoretischen Betrachtungen oft infinitesimalen) Raumwinkel
d§2 gestreut werden. Bei axialer Symmetrie beziiglich der Einfallsrichtung der Projektile charakterisiert die
Angabe der kinetischen Energie der Projektile E};, und eines Streuwinkels ¢ einen elastischen Streuvorgang

bei Abwesenheit innerer Drehimpulse vollstandig. Bei komplizierteren experimentellen Anordnungen muss
detaillierter nach Streuwinkeln, Energien, Polarisationen und Reaktionskanilen differenziert werden.
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Die experimentelle Untersuchung von Wirkungsquerschnitten liefert gewissermassen die Grundlage der Theo-
rien iiber die Wechselwirkungen, welche unsere Welt im Innersten, im Aussersten und dazwischen regieren.

Wie durch den Ausdruck selbst angedeutet handelt es sich bei einem Wirkungsquerschnitt um eine als effektive
Wirkflache darstellbare Grosse. Man stellt sich vor, dass das Targetteilchen eine Zielscheibe der Grosse des
Wirkungsquerschnitts vor den Projektilen aufspannt, welche die dem Wirkungsquerschnitt entsprechende Re-
aktion auslosen, wenn sie die Zielscheibe treffen. Auch wenn diese Vorstellung der diffusen Quantenrealitét des
Streuvorganges nicht gerecht wird, so stellt sie dennoch eine effiziente Strategie dar, mit welcher sich zahlrei-
che experimentelle Daten und theoretische Aussagen anschaulich beschreiben lassen. Natiirlich ergibt sich ein
Wirkungsquerschnitt in physikalisch realisierten Situationen jeweils aus den Wechselwirkungen, an welchen
sowohl das Projektil wie auch das Target wechselseitig beteiligt sind; in idealisierten Betrachtungen wird das
Target oft als unverriickbare, unendlich schwere Quelle eines statischen Kraftfeldes angesetzt.

Betrachten wir eine typische experimentelle Anordnung zur Analyse eines Streuvorgangs, bei der ein Targetteil-
chen einer moglichst homogenen, kollinearen und monoenergetischen Teilchenstromdichte I von Projektilen
ausgesetzt ist, so sind natiirlich die Teilchen von Interesse, welche das Targetteilchen nicht unbeeinflusst pas-
sieren. Die Teilchenstromdichte I = p;U; beschreibt die Anzahl der Teilchen, die pro Flichen- und Zeit-Einheit
aus grosser Entfernung mit einheitlichem initialem Geschwindigkeitsvektor ¢; # 0 auf das Target zustromen,
welches sich also im Rahmen der vorliegenden Diskussion aus Griinden der Einfachheit in Ruhe befindet moge.
Dabei ist p; # 0 die initiale Projektil-Teilchendichte in grosser Entfernung vom Targetteilchen in zur asympto-
tischen Geschwindigkeit v; entgegengesetzten Richtung.

Die Zahl aller pro Zeiteinheit abgelenkten Teilchen ldsst sich durch eine fotale Streurate Rs angeben. Das
Verhiiltnis

Os = T (24)

besitzt dann die physikalische Dimension einer Fldche und wird als totaler Streuquerschnitt os bezeichnet.

Um im Rahmen einer klassischen® Beschreibung von Streuvorgingen prizise zu argumentieren, muss auf ge-
wisse Idealisierungen zuriickgegriffen werden. Die obigen Forderungen lassen sich formal durch

lim U(f + ’D}t) =T; (25)

t——o00

fiir das stationidre Geschwindigkeitfeld ¥(Z) der Projektile und

tl}_moo p(Z + vit) = p; (26)
fiir die lokale stationire Projektildichte p(Z) ausdriicken. Da fiir die meisten Streuexperimente im Labor die
Effekte der Raumzeitkriimmung vernachlissigbar sind, kann Z getrost als kartesische Koordinate oder Ortsvek-
tor im flachen dreidimensionalen Raum aufgefasst werden. In einer erweiterten Diskussion kénnten auch noch
Eigendrehimpulszustinde der Reaktionspartner mit einbezogen werden.

Wie andere (totale) Wirkungsquerschnitte auch hingt der totale Streu(wirkungs)querschnitt im Allgemeinen
von der kinetischen Energie der Reaktionspartner ab. Bleibt die gesamte kinetische Energie der aneinander
streuenden Teilchen beim Streuvorgang erhalten, so spricht man von einer elastischen Streuung; andernfalls ist
die Streuung inelastisch, und ein Teil der kinetischen Energie geht in die Anregung der Streupartner iiber. So
kann ein Elektron bei der Streuung an einem Atom dieses anregen; ebenso kann ein Neutron einen Atomkern im
Grundzustand in einen angeregten Zustand versetzen, sofern die kinetische Energie des Neutrons ausreichend

SDie klassische Physik umfasst die Teilgebiete der Physik, welche ohne Konzepte der modernen Physik, vor allem der Quantisie-
rung, auskommen.
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gross ist. In einem erweiterten Sinne kann auch ein Absorptionsvorgang, bei welchem das Projektil verschwin-
det, oder noch allgemeiner jegliche Reaktion als Streuvorgang gedeutet werden; die urspriinglich vorhandenen
Teilchen werden in neue Zustinde "hineingestreut’.

Bei der klassischen Streuung von Massepunkten an einer starren und unendlich harten Kugel mit Radius R
ist, wie man sich leicht vorstellt, der totale Streuquerschnitt durch den Querschnitt 7R? der Kugel gegeben.
Streut man aber ein elektrisch geladenes Teilchen - beispielsweise ein Elektron - an einem anderen geladenen
Teilchen - beispielsweise an einem Proton - so erweist sich der totale Streuquerschnitt als unendlich gross, denn
schliesslich werden alle Teilchen durch ein elektrisches Feld unendlicher Reichweite gestreut. Selbst wenn sich
die Wechselwirkung zwischen den aneinander streuenden Teilchen mit wachsendem Abstand r viel schneller
abschwicht als im Falle der elektromagnetischen Wechselwirkung, wie dies beispielsweise bei der manchmal
durch das exponentiell abfallende Yukawa-Potential ~ e~"" /r phinomenologisch beschriebenen Kernkraft der
Fall ist, so muss man im Rahmen einer klassischen Betrachtung schliessen, dass die Streurate und der totale
Streuquerschnitt unendlich gross sind, da unendlich viele Teilchen zwar nur marginal, aber letztlich immer am
Zielkern gestreut werden.

Abbildung 5: Ein von links einfallendes Projektil (blau) streut mit Impaktparameter b an einem Targetteil-
chen (rot) und wird um einen asymptotischen Winkel ¢ abgelenkt. Tatséchlich muss ein solcher klassischer
Vorgang entgegen der Darstellung nicht planar ablaufen. Relevant sind letztlich die vorgéingig experimentell
praparierten Ausgangszustinde der streuenden Teilchen und deren Endzustinde, welche nach hinreichend lan-
ger Zeit beobachtet und durch diverse Parameter wie Streuwinkel, Geschwindigkeiten oder Spinvariablen et
cetera beschrieben werden.

Im Rahmen einer klassischen Betrachtung stellt man sich ja im Sinne der Forderungen (25) und (26) eine un-
endlich ausgedehnte Verteilung von Projektilen vor, welche in grosser Ferne mit fester Projektildichte p; und
Geschwindigkeit v; auf das Targetteilchen zustromt, wobei einem einzelnen Projektil jeweils ein sogenannter
Impaktparameter (oder Stossparameter) zugeordnet werden kann. Als Impaktparameter bezeichnet man dabei
den minimalen Abstand der jeweiligen Stosspartner, der sich ergeben wiirde, wenn zwischen den beiden Teil-
chen keine Kraft wirken wiirde und sie sich daher auf geradlinigen Bahnen passieren wiirden (siche Abbildung
5).

Bei Streuprozessen besteht aber ein bemerkenswerter Unterschied zwischen dem klassischen und dem quanten-
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mechanischen Fall. Die stérungstheoretische Analyse der Streuung an einem Yukawa-Potential ergibt, dass der
totale Streuquerschnitt tatsichlich endlich ist, trotz der unendlichen Reichweite des Potentials und der durch das
Potential vermittelten Kréfte. Interferenzeffekte sorgen dafiir, dass in der Quantenmechanik der totale Yukawa-
Streuquerschnitt endlich und nicht mit einer Infrarotdivergenz wie im Falle der Coulomb-Wechselwirkung
behaftet ist.

Deckt nun ein Detektor fern des Reaktionszentrums einen (fiir die theoretische Diskussion infinitesimalen)
Raumwinkel dfQ ab, so kann die Anzahl der Teilchen gez#hlt werden, welche pro Zeiteinheit in diesen Raum-
winkel hinein gestreut werden.

Damit gelangt man zum Begriff des differentiellen Wirkungsquerschnitts do /dS). Bei der naheliegenden Wahl
von Kugelkoordinaten, deren Ursprung durch die initiale Lage des Targetteilchens gegeben ist und deren Pol-
achse in Richtung der initialen Projektilgeschwindigkeit #;; durch den Ursprung verléuft, ist die Streurichtung
der Projektile durch den Polarwinkel ¥ und einen Azimutwinkel o, wie in Abbildung 4 dargestellt, gegeben. Die
Anzahl der pro Zeiteinheit in einen infinitesimalen Raumwinkel df? in Richtung ¥ und ¢ gestreuten Teilchen

ist dann p
g
RV, p)dQY =T—d. 27
Dabei muss man sich immer im Klaren dariiber sein, dass die Streuwinkel 9 und ¢ die Flugrichtung gestreuter

Teilchen nach unendlich langer Zeit charakterisieren.

Die sogenannte Rutherfordsche Streuformel

2
dolt 1 ([ qQ 1 G
an 16(47T€0E sint(9/2) N Esm (¥/2) (28)

beschreibt den klassischen nicht-relativistischen differentiellen Wirkungsquerschnitt der Streuung eines punkt-
formigen, strukturlosen Teilchens der elektrischen Ladung ¢ und kinetischen Energie E an einer unendlich
schweren, ruhenden und unbeweglichen Punktladung () gleichen Vorzeichens im Ursprung des Kugelkoor-
dinatensystems, wobei die auf das Projektil ausgeiibte Kraft Fo = —VVg durch das Coulomb-Potential
Ve(r) = qQ/(4mepr) im SI-System bestimmt ist. Dabei ist €y die Dielektrizititskonstante im Vakuum und
r der Abstand des Projektils vom Target im Koordinatenursprung. Es wird vorausgesetzt, dass das beschleunig-
te Projektil nicht strahlt. d ist der kleinste Abstand zwischen den repulsiven Streupartnern, welcher bei einem
zentralen Stoss mit Impaktparameter b = 0 erreicht wird (der ’closest approach’).

Duch Streuexperimente von a-Teilchen - also Heliumatomkernen, welche sich jeweils aus zwei Protonen und
zwei Neutronen zusammensetzen - an diinnen Goldfolien konnte der bedeutende neuseelidndische Physiker
Ernest Rutherford zusammen mit den Kollegen Hans Geiger und Ernest Marsden schliesslich im Jahre 1911
zeigen, dass Goldatome einen kleinen schweren und elektrisch geladenen Kern besitzen miissen, welcher von
viel leichteren Elektronen umgeben ist. a-Teilchen, welche von einer Radium-226-Quelle mit einer Geschwin-
digkeit von etwa 15000km /s emittiert werden, wurden von Rutherford et al. als gerichteter Teilchenstrahl auf
Goldatome geschossen. a-Teilchen werden durch die viel leichteren Elektronen in einer Goldfolie kaum von
ihrer Bahn abgelenkt, jedoch kommt es vor, dass einige der a-Projektile durch die kleinen, aber schwereren
und elektrisch geladenen Goldatomkerne in guter Ndherung gemiss der Rutherfordschen Streuformel (28) aus
ihrer urspriinglichen Bahn herausgestreut werden. Solche a-Teilchen konnte Rutherford auf einem Zinksulfid-
Fluoreszenzschirm nachweisen und dadurch fiir den Goldatomkernradius eine obere Grenze von 3.4 - 10~ m
angeben, wobei zur damaligen Zeit bereits bekannt war, dass sich der Atomradius in der Gréssenordnung von
10~'%m bewegt. Die Erkenntnisse Rutherfords unterstiitzten das atomare ’Planeten-Modell’ des japanischen
Physikers Nagaoka Hantaro aus dem Jahre 1904 und ebneten schliesslich auch den Weg zu Niels Bohrs Atom-
modell (1913).
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Tatsdchlich waren die von Geiger, Marsden und Rutherford verwendeten Goldfolien lediglich einige 0.0001cm
dick, wodurch eine Mehrfachstreuung der a-Teilchen beim Durchgang durch die Goldfolie an zwei oder meh-
reren Goldatomkernen sehr unwahrscheinlich war.

Nun ist ja der totale Rutherford-Streuquerschnitt

27 T 2
dol dolt x qQ sin ¢
aQ—= = [ d ddsiny —= = — Ay ——— = 2
/ Q) / 4 / ETOR <4m0E / sinf(9/2) 29)
0 0 0

4

wegen des divergenten Verhaltens des differenziellen Rutherford-Streuquerschnitts fiir ¥ — 0 unendlich gross;
beobachtet man allerdings nur die Teilchen, welche um einen Winkel ¥ > 9J,,;, aus der Einfallsrichtung ge-
streut werden, so erhélt man nach kurzer Rechnung das vom Minimalwinkel 9,,;, abhidngige endliche Resultat

T

R
(9 > Vppin) = 27 / di sin 9

dog

dQ)

- %dQ ot (Dpmin/2) - (30)
ﬁmin

Berechnet man damit den integralen Rutherfordschen Streuquerschnitt fiir a-Teilchen mit einem minimalen
Streuwinkel 9,,,;,, = 1° = 7/180, so ergibt sich unter Verwendung der entsprechenden Ladungen des a-
Teilchens (zwei Elementarladungen, ¢ = 2-1.602176634-10~19C), des Goldatomkerns (Q = 79-1.602176634-
10~19C) sowie der a-Energie (E ~ 4.7843MeV = 7.665 - 10713J) der Wert o*(9 > 1°) ~ 2.33 - 10~ %m?.
Die minimale Anniherung d betriigt dabei 4.755 - 10~ '4m = 47.55fm5.

Eine in der Atom-, Kern- und Teilchen-Physik oft zur Angabe von Wirkungsquerschnitten verwendete Fldchen-
einheit ist das Barn mit dem Einheitenzeichen b; es liegt in der Grossenordnung typischer Wirkungsquerschnitte
von Atomkernen und ist durch 1b = 10~24cm? = (10fm)? = 10~2%m? definiert.

Damit ergibt sich also ein integrierter Streuquerschnitt o %(9 > 1°) von 233000b; ein Goldatomkern prisentiert
sich den a-Teilchen als Zielscheibe dieser Flache, und jedes Teilchen, welches diese Zielscheibe passiert, wird
um mindestens ein Grad aus seiner initialen Bewegungsrichtung abgelenkt. Die tatsdchliche Querschnittsfliche
eines Goldatomkerns mit einem ungefihren Radius 74, ~ 7-107m = 7fm ist mit 7 - %, ~ 1.5b bedeutend
kleiner als o2(¥ > 1°), doch erstreckt sich ja das Coulomb-Feld des Goldatomkerns iiber einen beliebigen
Raumbereich.

Eine interessante Beobachtung ergibt sich aus der Berechnung des integrierten Streuquerschnitts der riickwdrts-
gestreuten o-Teilchen

o9 > 90° = 7/2) = %dQ tan_gg - %dQ ~ 17.76b. 31)
Diese Trefferfliiche ist von der Grossenordnung d? und damit bedeutend kleiner als o (¥ > 1°). Immerhin
konnen a-Teilchen von einer Goldfolie abprallen, und diese Beobachtung macht klar, dass feste Materie wie
Gold schwere kleine Kerne enthélt und nicht als homogene ’puddingartige’ Masse aufzufassen ist, welche a-

Teilchen lediglich abbremsen wiirde. Rutherford verglich den erstaunlichen Vorgang der Riickwértsstreuung
mit dem Zuriickprallen einer auf ein Stiick Seidenpapier abgefeuerten15-Zoll-Granate.

Als praktisches Beispiel sollen schliesslich kurz die wichtigsten Reaktionen thermischer Neutronen (n) mit
einem Uran-235-Kern (2*°U) und die quantitative Beschreibung durch entsprechende Wirkungsquerschnitte
betrachtet werden.

%1fm = 107 m = 1 Femtometer = 1 Fermi. Aus dem Dinischen *femten’ = ’fiinfzehn’ bzw. nach Enrico Fermi (1901-1954),
Nobelpreis fiir Physik 1938.
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Die bei einer Kernspaltung von ?3*U oder anderen spaltbaren Nukliden erzeugten Neutronen werden mit einer
Geschwindigkeit der Grossenordnung 10000km /s von den beiden meist verschieden grossen Kernbruchstiicken
abgedampft. Thermalisiert man diese Neutronen anschliessend durch wiederholte Streuvorginge an Atomker-
nen eines Moderators bei Raumtemperatur (wie beispielsweise Grafit oder Wasser bei 7' = 293K), welcher bei
diesem Vorgang die Neutronen selbst in nur geringem Masse absorbiert, so gewinnt man schliesslich Neutronen,
deren typische Geschwindigkeit durch die sogenannte Westcott-Geschwindigkeit vy = 2.2km /s charakterisiert
wird. Neutronen dieser Geschwindigkeit besitzen eine kinetische Energie Ej;y, , von 4 - 10721J = 0.025¢eV,
was dem Produkt der Boltzmann-Konstante & = 1.380649-10~23J-K~! mit der Raumtemperatur 7" entspricht.
Wiihrend sich die Wirkungsquerschnitte schneller Neutronen mit 235U als ruhendes Target im Bereich weniger
Barn befinden, sind thermische Neutronen bedeutend reaktionsfreudiger. Der Spaltquerschnitt (oder Fissions-
querschnitt) o¢ fiir Neutronen mit Westcott-Geschwindigkeit betrdgt ndmlich etwa 586b. In Abbildung 6 ist
dieser Wirkungsquerschnitt als grosste Flache mittlerer Graustufe angedeutet.
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Abbildung 6: Wechselwirkungen von Neutronen mit einem 23>U-Kern. Die Zahl der pro Flichen- und Zeit-
Einheit den Kern passierenden Neutronen wird durch die Neutronenstromdichte I, beschrieben. Die fotale

Streurate Ny = I, - o4 gibt die Zahl der pro Zeiteinheit unter einem beliebigen nicht-verschwindenden Winkel
gestreuten Neutronen an.

Es besteht allerdings auch die Moglichkeit, dass ein Neutron von einem Uran-235-Kern ohne Spaltung einge-
fangen wird. Der so entstehende Uran-236-Zwischenkern ist angeregt und gibt seine Anregungsenergie durch
Emission von y-Quanten ab, weshalb der in Abbildung 6 schwarz dargestellte sogenannte thermische Einfang-
querschnitt oy, von etwa 98b mit den entsprechenden Symbolen indiziert ist. Der schmale hellgraue Rand in
Abbildung 6 symbolisiert schliesslich den (totalen) Neutronenstreuquerschnitt o von rund 15b fiir thermische
Neutronen. Weitere Querschnitte sind im thermischen Bereich kaum erwihnenswert.

In Abbildung 7 ist die Energieabhéngigkeit der in vielerlei Hinsicht wichtigsten Wirkungsquerschnitte fiir Neu-
tronen an 235U dargestellt. Erwihnenswert ist, dass sich der Wert des elastischen Streuquerschnitts iiber einen
weiten Energiebereich von etwa 10~%eV bis 0.1MeV vorwiegend zwischen 10b und 20b bewegt, im thermi-
schen Bereich also bedeutend kleiner ist als der Einfang- und der Spaltquerschnitt. Dieses Verhéltnis dndert
sich aber bei Energien im MeV-Bereich. Die Tatsache, dass Neutronen in einer iiberkritischen Ansammlung
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von Uran-235 oder Plutonium-239 von den Atomkernen vorwiegend gestreut werden und nicht ganz ungehin-

dert aus der Anordnung entkommen konnen hat einen massgeblichen Einfluss auf die Grosse der kritischen
Masse.

Bei geringen thermischen Neutronenenergien verhalten sich die in Abbildung 7 dargestellten Reaktionsquer-
schnitte ndherungsweise gemiss einem sogenannten 1/v-Gesetz; je langsamer ein Neutron auf einen Uran-
235-Kern trifft, desto ldnger hat es Zeit, eine Spaltung oder einen Einfang auszul6sen, und entsprechend ver-
halten sich die Reaktionsquerschnitte o¢ und oy, . Bei hoheren Energien im Bereich von etwa 1eV bis ei-
nige 1000eV lassen sich zahlreiche Einfangresonanzen beobachten, bei welchen in einem jeweils sehr engen
Resonanz-Energiebereich die entsprechenden Querschnitte hohe Werte erreichen. Das komplexe Verhalten der
Querschnitte in diesem Bereich spiegelt die komplexe Struktur des grossen, aus 92 Protonen und 143 Neutro-
nen zusammengesetzten Kerns wider, welcher als oszillationsfdahiges quantenmechanisches System resonant
auf die dussere Anregung durch die einfallende Neutronenwellenfunktion reagieren kann.

Wiederum sind die zu beobachtenden Wirkungsquerschnitte grosser als die Querschnittfliche der Urankerns

als kompakte Nukleonenkugel; allerdings sind die angegebenen Querschnitte wegen der kurzen Reichweite der
Kernkrifte und der Ladungsfreiheit des Neutrons endlich.

Neutronenwirkungsquerschnitte an U-235

10° e T
i — Spaltung
Al --- Einfang i
b B B T Elastische Streuung |-
\\ ----------- Inelastische Streuung|]
10°E ~

Wirkungsquerschnitt [b]

po bl el el e il e il e il el
108 104 107 10° 10° 10* 108

Kinetische Neutronenenergie [eV]

Abbildung 7: Energieabhingigkeit wichtiger Neutronenwirkungsquerschnitte.

Die bisherigen Betrachtungen machten durchwegs vom klassischen Teilchenbild Gebrauch. In der quantenme-
chanischen Behandlung von Streuprozessen werden einzelne Projektile schliesslich durch Wellenfunktionen

repriasentiert, welche in grosser Entfernung entgegen der Einfallsrichtung der Projektile einen einheitlichen
lokalen Impulserwartungswert aufweisen.
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Vorbemerkung: Raum-Zeit-Strukturen

Von Newton zu Einstein

Als Vorbemerkung zur nachfolgenden mathematisch-formalen Behandlung der relativistischen Raumzeitstruk-
tur soll in diesem Unterkapitel zuerst die Grundidee der speziellen Relativitiitstheorie in stark geraffter Form
rekapituliert werden.

In der vor-relativistischen Physik stellte man sich den physikalischen Raum als dreidimensionalen euklidischen
affinen Raum Vg’ vor, welcher in Anlehnung an die Ideen Isaac Newtons die Biihne fiir die einer absoluten,
gleichférmig und ohne Beziehung auf irgendwelche Gegenstinde verfliessenden Zeit unterworfenen Vorgénge
liefert. Diese fiir gewisse Betrachtungen nach wie vor niitzliche Vorstellung basiert auf der alltéiglichen Erfah-
rung, dass man zwischen zwei Orten im physikalischen Raum - im scharf lokalisierten Idealfall zwischen zwei
Punkten - einen Abstand messen kann. Dabei ist der physikalische Raum bei Abwesenheit starker Gravitati-
on in sehr guter Ndherung homogen und isotrop (d.h. strukturell richtungsunabhéngig), ein *Ursprung’ oder
’Raum-Mittelpunkt’ Idsst sich nicht finden, was das Attribut der Affinitéit in der mathematischen Raumbezeich-
nung begriindet. Zudem lisst die Beobachtung unserer raumlichen Umwelt die Einfiihrung von Koordinaten-
systemen zu, welche jeden Raumpunkt durch drei Koordinaten (z, y, z) charakterisieren. Liegt schliesslich ein
solches raumliches und durch einen denkenden Beobachter definiertes Gebilde vor, das erforderlich ist, um das
zeitliche Verhalten ortsabhéngiger physikalischer Grossen eindeutig und vollstéindig zu beschreiben, so spricht
man von einem Bezugssystem.

Die in Bezugssystemen verwendeten Koordinatensysteme konnen allerdings "krummlinig’ oder beschleunigt
sein und aus praktischer Sicht somit recht unangenehm. Daher mag man vorerst und mit Vorteil sogenannte
Inertialsysteme betrachten, in welchen alle drei Newtonschen Gesetze uneingeschrinkt gelten sollen; das erste
dieser Gesetze nennt die geradlinig-gleichféormige Bewegung von kriftefreien Korpern als wesentliche Eigen-
schaft eines Inertialsystems, wobei man bereits hier {iber die Natur der Kréfte ins Philosophieren verfallen
konnte. Das zweite Newtonsche Gesetz definiert Krifte durch die von ihnen verursachten Beschleunigungen.
Das dritte Newtonsche Gesetz schliesslich verlangt, dass es zu jeder Kraft eine Gegenkraft geben muss, wo-
bei ausschliesslich Krifte gemeint sind, die auf Wechselwirkungen zwischen Korpern zuriickgehen. In solchen
Inertialsystemen, welche unprézise auch als "unbeschleunigte’ Bezugssysteme bezeichnet werden, konnen spe-
zielle Koordinatensysteme in Ubereinstimmung mit der idealisiert angenommenen Raumstruktur in homogener
und isotroper Weise so eingefiihrt werden, dass der Abstand d(P;, P») > 0 zwischen zwei Punkten P, und P,
mit Koordinaten (x1,y1, 21) und (z2, y2, 23) durch den Satz des Pythagoras

d(Py, P2)? = (z1 — 22)* + (y1 — y2)* + (21 — 22)* = 0 (32)

berechnet werden kann. Abbildung 8 stellt zwei solche Punkte im VE3 mit ihren als Spaltenvektoren notierten
Koordinatentripeln mittels einer zweidimensionalen Grafik dar; die Koordinatenachsen stehen dabei senkrecht
zueinander und die Koordinatenwerte sind so geeicht, dass der Satz des Pythagoras auch tatsdchlich immer in
der Form von Gleichung (32) anwendbar ist. Ein solches Koordinatensystem nennt man kartesisch.

Tatséchlich impliziert die Existenz einer Distanzfunktion d gemiss Gleichung (32) auch die Existenz aller
gingigen metrischen Alltagsbegriffe wie beispielsweise dem des Winkels, so dass im Falle eines kartesischen
Koordinatensystems von senkrechten Koordinatenachsen gesprochen werden kann. Auch wenn verschiedene
Beobachter in unterschiedlichen Inertialsystemen verschiedene kartesische Koordinatensysteme zur Beschrei-
bung physikalischer Vorginge spontan auswéhlen, so kommt dem Abstandsbegriff anscheinend eine funda-
mentalere, von der Wahl eines kartesischen Koordinatensystems unabhingige physikalische Bedeutung zu.
d(Py, P,) ist eine in der nicht-relativistischen Physik beobachterunabhingige Grosse. Sind die Koordinaten der
Punkte P o im gestrichenen und gestrichelten kartesischen Kordinatensystem in Abbildung 8 alternativ durch
(93’1’2, yLQ, 21’2) gegeben, so gilt bei geeigneter Eichung wiederum der Satz des Pythagoras in einem weiteren
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Abbildung 8: Kartesische Koordinatensysteme. Der skalare Abstand zweier Punkte ist unabhéingig vom Beob-
achterzustand, im Gegensatz zu den einzelnen zugewiesenen (kartesischen) Koordinaten.

Inertialsystem
d(Pr, Py)* = (2 —ab)* + (h —9)° + (21 — 25)° = (z1 — 22)* + (11 —12)° + (21 — 22)*.  (33)

Diese Beobachtung ist Ausdruck einer in der Mathematik mit dem Gruppensymbol /.50(3) bezeichneten Sym-
metrie der euklidischen affinen Raumes VE3, nidmlich der Isometriengruppe oder Bewegungsgruppe.
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Abbildung 9: Vom dreidimensionalen euklidischen Raum zur vierdimensionalen Minkowski-Raumzeit.

Fasst man nun wie einst Albert Einstein die Zeit als eine vierte Dimension auf und betrachtet neu die flache
vierdimensionale Raumzeit, deren Punkte als Ereignisse zu einem Zeitpunkt ¢ an einem Ort mit Koordinaten
(z,y, ) interpretierbar sind, dann wird die grafische Darstellung der Begebenheiten in diesem Raum zur Her-
ausforderung. Es sind daher in Abbildung 9 zwei raumliche Achsen zu einer Achse zusammengefasst. Zudem
misst man die Zeit traditionell in einer anderen Einheit als rdumliche Abstinde. Wenn dieser Umstand stort,
kann die Zeit ¢ mit einer Geschwindigkeit ¢ multipliziert und somit mit Hilfe von Léngeneinheiten angegeben
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werden. Wihlt man fiir ¢ schliesslich die Lichtgeschwindigkeit, so ergibt sich im Rahmen der speziellen Rela-
tivitiatstheorie eine erstaunliche Erkenntnis: Rdumliche Abstinde sind keine absoluten Grossen mehr, vielmehr
hiingen sie dhnlich wie einzelne Koordinaten eines Raumpunktes von der Lage und dem Bewegungszustand
eines Beobachters ab. Allerdings tritt an die Stelle des euklidischen Abstands (32) in Inertialsystemen mit
kartesischer Raumzeit-Koordinatisierung eine neue Grosse

s(P1, Py)* = (ct1 — ct2)® — (21 — 22)* — (y1 — y2)* — (21 — 22)?, 34

welche manchmal als (quadratischer) Minkowski-Abstand zweier Ereignisse P; o bezeichnet wird. Es stellt sich
heraus, dass die durch einen Satz des Pythagoras mit ’falschen Vorzeichen’ berechenbare Grosse s( Py, P»)? ei-
ne Art Abstand zwischen beliebigen Ereignispaaren definiert, welcher unabhéngig vom Bewegungszustand in-
ertialer Beobachter ist, welche jeweils ein kartesisches Raumzeit-Koordinatensystem eingefiihrt haben, sodass
eben Gleichung (34) uneingeschrinkt gilt. Offensichtlich ist s? nicht positiv definit, es ist also nicht empfeh-
lenswert, durch Wurzelziehen aus s( Py, P2)2 einen im iiblichen Sinne zu verstehenden Abstand zu berechen.
Die Existenz der Funktion s? wird aus dem Einsteinschen Postulat der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in
allen Inertialsystemen hergeleitet.

Wir wollen die Existenz des Minkowski-Abstandes hier nicht in aller Glorie herleiten, zur Begriindung aber
des Pudels Kern kurz beleuchten. Dazu betrachten wir zwei zueinander unrotierte Inertialsysteme IS und IS’
mit gemeinsamem Raumzeitursprung, wobei sich IS’ aus Sicht von IS wie in Abbildung 10 dargestellt in x-
bzw. 2’/-Richtung mit der Geschwindigkeit v bewegt. Es ist also so, dass die Urspriinge der beiden Koordina-
tensysteme zu einem Startzeitpunkt ¢ = 0 in IS beziehungsweise ¢’ = 0 in IS’ iibereinstimmen und in diesem
Moment auch alle drei rdumlichen Koordinatenachsen von IS und IS’ zur Deckung kommen. Vom Ursprung
(t=t =0, =2"=y =y =2z= 2 =0) soll nun eine von einem sehr kurzen Lichtblitz ausgeloste Licht-
kugelwelle ausgehen. Ein Beobachter nimmt diesen Blitz etwas spiter wahr, wobei die Raumzeitkoordinaten
dieses Ereignisses F in IS durch (ct, x,y, z) bzw. durch (ct’, 2/, 4y, 2') in IS’ gegeben sind. Da nun die Licht-

/

Yy Y
A A E
(t7 x? y? Z) o (t/7'r/7yl7 Zl)
IS IS’
7 xz,
2z 2!

Abbildung 10: Ein kurzer Lichtblitz im gemeinsamen Raumzeitursprung von IS und IS’ wird von einem Beob-
achter mit Koordinaten (¢, z,y, z) in IS bzw. (¢, 2/, y/, z’) in IS’ beobachtet: Ereignis E.

geschwindigkeit ¢ aus Sicht beider Inertialsysteme denselben Wert besitzt und der Lichtblitz vom Ursprung
beider Inertialsysteme beim Startpunkt der Zeitmessung ¢t = ¢ = 0 ausging, legt das Licht bis zum Ereignis

E in IS die Strecke r = ¢t = /22 + y2 + 22 und in IS’ die Strecke 7’ = ct’ = /2’ + y/? + 2/? zuriick;

in beiden Inertialsystemen gilt also mit 2° = ¢t und 2° = ¢t/, 2! = z, 22> = y, 2> = 2 und entsprechend
ol =l 2 =yl 2 =

s(Lichtblitz, B)? = (2°)? — (212 — (2?)? = (2*)2 = 0 = (/%)% — (2')% — (2"®)? — («"®)2. (35)
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Man zeigt schliesslich leicht, dass aus der Forderung nach Homogenitét und Isotropie des flachen physika-
lischen Raumes mit der Feststellung s> = 0 in Gleichung (35) die allgemeine Invarianz des Minkowski-
Abstandes s( Py, P;)? beziiglich beliebigen Inertialsystemwechseln folgt.

Die Stellung eines Koordinatenindex - wie zum Beispiel bei der obigen Zuweisung > = y - wird, wie wir
bald sehen werden, im Gegensatz zur galileischen, nicht-relativistischen Physik in relativistischer Notation ei-

ne nichttriviale Bedeutung erlangen, und tatsichlich ist dann 2 = —z5.

Dass wir in einer Welt leben, in welcher Abstandsbegriffe eine Rolle spielen, ist letztlich unerklért; in der
Topologie spielt der Abstandsbegriff schliesslich auch keine Rolle. Offensichtlich existieren in der Natur Me-
chanismen, welche den Dingen eine relative Grosse verleihen. Letztlich bleibt zu bemerken, dass der Raum
- beziehungsweise die Raumzeit - wohl eine reichhaltige Struktur aufweist. Im Kleinsten entpuppt sich die
Raumzeit wohl als *Quantenschaum’, weder flach noch sonst in einem durch klassische Begriffe beschreibba-
ren Zustand. Bemerkenswerterweise mutmasste Carl Friedrich Gauss bereits in den 1820er Jahren, dass der
dreidimensionale Raum gekriimmt sein konnte, eine Idee, welche spiter fiir die vierdimensionale Raumzeit im
Rahmen der allgemeinen Relativititstheorie fruchtbare Anwendung fand.

Tatséchlich ist es trotz intensiver Bemiihungen bislang nicht gelungen, eine befriedigende Quantentheorie der
Raumzeit zu konstruieren, welche ja zugleich auch eine Quantentheorie der Gravitation darstellen sollte, wie
es die eben dargelegten Ausfiihrungen nahelegen. Schliesslich sollte eine solche Theorie auch noch die nicht-
gravitativen Aspekte der Physik mit einbeziehen.

In den folgenden Kapiteln sollen die obigen Betrachtungen zur klassischen, flachen Raumzeit fiir die mathe-
matische Anwendung formalisiert werden.
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Isometriegruppen des dreidimensionalen euklidischen Vektorraumes:
0(3) D SO(3)

Notation

Wir betrachten einen dreidimensionalen euklidischen Vektorraum V32, der strukturell isomorph zum Koordi-
natenraum IR?I’R mit dem Standardskalarprodukt (-, -) ist. VE3 kann als Prototyp fiir den physikalischen, nichtre-
lativistischen dreidimensionalen flachen Raum dienen, wenn auch zu bemerken ist, dass in diesem wegen der
Translationsinvarianz kein Ursprung oder Nullvektor ausgezeichnet ist; ein besseres Modell fiir den physikali-
schen Raum wire daher durch den affinen euklidischen Punktraum E'3 gegeben, welcher in einer relativistischen
Theorie schliesslich zu einer vierdimensionalen Raumzeit verallgemeinert werden muss.

Fiir zwei Vektoren z,y € Ri’{ ist in Ankniipfung an die obigen Bemerkungen mit der Einsteinschen Summen-
konvention (Summation iiber doppelt auftretende, oft sowohl hoch- und tiefgestellte Indizes), dem Kronecker-
0-Symbol und der iiblichen Matrizenmultiplikation das Standardskalarprodukt gegeben durch

3
(z,y) = a'y' +a?y? +aPy® = > aly’ =2ty = 2oy = 2T gy = 2Ty =x-y = F-§ =2y, (36)
=1

mit
xt Z'Jl
x=| 22 = (ml, :E2, JiS)T, y=| v = (yla y27y3)T (37)
x3 Z/3
und
. . 1 00
1 @ 1= .
(52']' = L. . ]13 = 010 = dzag(l, 1, 1) . (38)
0 : i#y 00 1

Es gibtin VE3 eine Orthonormalbasis (ONB) {ey, e, €3} (— Orthogonalisierungsverfahren von Erhard Schmidt)
mit (e;, e;) = &;; fiiri, j = 1,2, 3. Dabei bezeichnet (-, -) das Skalarprodukt in V3.

Zwei Vektoren x,y € VE3 besitzen somit eine Darstellung
x=a'e;, y=1ylej, (39)
wobei nun die zwei Spaltenvektoren

x=(z 2% 2T, y= ("% 95T (40)

als Koordinatenvektoren von x und y beziiglich der Basis {e1, eq, e3} bezeichnet werden. Offensichtlich ist
unter Verwendung der Linearitét des Skalarprodukts

Aktive isometrische Transformationen des euklidischen Raumes V>

Wir betrachten eine lineare, isometrische Abbildung auf VE3, die sogar das Skalarprodukt zwischen allen Vek-
toren erhélt

R : VE3 bije—k;tw Vg, x—x =R(x), R(x),R(y)) =&.y)=(xy), (42)
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Abbildung 11: Der dreidimensionale euklidische Raum VE3 als Modell fiir dreidimensionale physikalische
(Tangential-)Rdume ist ein Vektorraum mit Skalarprodukt, (-,-), welches zwei ’physikalischen’ Vektoren
X,y € Vg einen reellen Wert (x,y) zuweist. Ein[e] Physiker[in] wihlt in Vg spontan und mit Vorteil eine
Orthonormal-Basis (ONB) {e;, ez, e3} mit (e;,e;) = J;;, durch welche jeder Vektor x € V2 als Linear-
kombination x = zle; + z2ey + x3es dargestellt werden kann; dabei ist x = (3:1,3:2,x3)T der von der
Beobachter-Wahl der ONB abhiingige Koordinatenvektor. Das Normquadrat ||x||?> = (x,x) > 0 ist positiv
definit, es verschwindet nur fiir den Nullvektor. In rein mathematisch motivierten Betrachtungen wird meist

darauf verzichtet, die Koordinaten mit physikalischen Einheiten zu behaften.

beziiglich einer vorgingig in VE3 gewihlten ONB reprisentiert durch eine Matrix R

Ry Ry Ry . 3 .
R= Rzl Riz R§3 , Ry;=RY=Ry=R], ij=123, (43)
Rl RZ R3

wobei der linke Index ¢ die Matrixelemente in senkrechter Richtung von oben nach unten und der rechte Index
7 die Matrixelemente von links nach rechts nummeriert. Die Hohe der Indizes spielt (hier!) keine Rolle.
Die Koordinatenvektoren x, y und die entsprechenden Vektoren x, y transformieren dann gemaéss

x = Riale;, o' =Rzl y' =Ryle,, ¢ =Ry, (44)

und das Skalarprodukt bleibt unter R erhalten falls fiir beliebige x, y € VE3
x,y') = Rija:ijlyl (ej,er) = Rin]“lxjyléik = Rinila:jyl = (5jla:jyl = (z,y) = (x,y) (45)
erfiillt ist, d.h. es muss gelten
R'R; =6y, oder R"R=13=RR", oder R'=R'. (46)

Eine Symmetrie ist in der Physik eine Transformation eines Objekts unserer Anschauung, welche Eigen-
schaften des Objekts erhilt. Beim entsprechenden Objekt kann es sich sowohl um ein physikalisches System
wie auch um eine mathematische Struktur (z.B. ein Naturgesetz) handeln. Symmetrien einer Objekteigenschaft
bilden in natiirlicher Weise eine (Transformations-)Gruppe.

Wir definieren daher die zur linearen Isometriegruppe des dreidimensionalen euklidischen Raumes isomorphe
Matrixgruppe
O(3) = {R € Mat(3,R)|RTR = 13}, (47)
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welche als orthogonale Gruppe in drei (reellen) Dimensionen bezeichnet wird. Wegen
det(RTR) = det(RT) det(R) = det(R)? = det(13) = 1 (48)

ist det(R) = =1 fir R € O(3). Orthogonale Matrizen mit det(R) = +1 beschreiben "Rotationen’ des
euklidischen Raumes. Die entsprechende Rotationsgruppe

SO3) = {R € Mat(3,R) | RTR =13, det(R) = 1} (49)

heisst spezielle orthogonale Gruppe in drei (reellen) Dimensionen. Die orthogonale Gruppe O(3) enthilt im
Gegensatz zur SO(3) auch *Spiegelungen’. Die SO(3) ist eng mit dem Begriff des Spins in der Quantenme-
chanik und der komplexen Gruppe der speziellen unitéren Matrizen SU (2) verkniipft.

Eine Verallgemeinerung der obigen Betrachtungen auf euklidische Vektorraume mit dim(Vj}) = n € IN ist
relativ zwanglos moglich.
Passive isometrische Transformationen des euklidischen Raumes V2

Unter einer passiven Transformation versteht man in der Physik einen Basiswechsel (Anderung des Koordi-
natensystems, ’Anderung des Blickwinkels’), bei welchem aber die beobachteten oder beschriebenen Objekte
(im vorliegenden Fall die Vektoren) invariant bleiben.

Ersetzen wir die ONB {e;, e3, €3} durch eine ONB’ {€], €}, €} gemiiss e, = Rij e;, so folgt fiir R
o = (e},e}) =R’R) = RRT'=13=R'R = RecO(@3). (50)
Ein Vektor x € V2 kann in den beiden alternativen Basen ONB und ONB’ durch
x = zFe;, = x’ie; = ]:Zikxkeg = Rikxkﬁijej = 5£xkej , 6y

dargestellt werden, also kann aus Ri kRij = 5i oder RTR = 13 gefolgert werden, dass die Koordinatenvektoren
mit der invers-transponierten (also kontragredienten) Basistransformationsmatrix (RT) ~Ltransformiert werden,
wobei hier speziell gilt

R=ERHY =R LR, (52)

In der Relativitdtstheorie mit einer nicht-euklidischen vierdimensionalen Raumzeit ist die Situation allerdings
etwas komplizierter. Dort transformieren Basisvektoren gemiss allgemein akzeptierter Sprechweise kovariant,
die Koordinatenvektoren kontravariant.
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Minkowski-Raum (M, n)

Eigenschaften

Der Minkowski-Raum (nach Hermann Minkowski, 1907) ist ein vierdimensionaler Vektorraum, mit dessen Hil-
fe sich die Relativititstheorie elegant formulieren ldsst. Verbreitete Bezeichnungen fiir den Minkowski-Raum
(oder entsprechende Koordinatenvektorriume) sind M, M4 oder R3.

Auf M ist per Definition eine reelle, nicht ausgeartete Bilinearform 7)(-, -) definiert, die aber im Gegensatz zu
einem Skalarprodukt nicht positiv definit ist.

Definition 11 Sei M ein vierdimensionaler reeller Vektorraum. Das Paar (IM,n) ist ein Minkowski-Raum,
wenn die Bilinearformn : M x M — R folgende Eigenschaften aufweist:

M1) n(Ax+y,z)=\n(x,z)+n(y,z) e R Vx,y,z€ Mund A\ € R (Linearitit)
(M2)  n(x,y)=n(y,x) Vx,y €M (Symmetrie)

(M3) n(x,y)=0 VyeM = x=0 (nnichtausgeartet, perfekte Paarung)
(M4)  n hat die Signatur (+, —, —, —)

(M4) sagt aus, dass 7 positiv definit auf einem hochstens eindimensionalen Untervektorraum von IM und nega-
tiv definit auf einem hochstens dreidimensionalen Untervektorraum von IM ist.

(IM, ) ist strukturell isomorph zum Koordinatenraum R, (R%3) mit folgender Bilinearform (-, -) 5
Fiir zwei Vektoren z,y € ]RflR schreibt man unter Verwendung der Einsteinschen Summenkonvention

3
(@, y)ar =200 — 2ty — 2y — 2% = > atguy” = guaty’ =2ty =2t =aTgy,  (53)

H,v=0
mit

z0 o yO Yo
1 1
x —1 0 .1 .2 3\T Yy - 0,1 .2  3\T

xr = = =(r,x,r",x y = = = yd Y 54
2 o ( Jou=| e — W yy7y")" (54
x3 -3 y3 —Y3

und dem metrischen Tensor (welcher keine Metrik und auch kein Skalarprodukt im urspriinglichen mathemati-
schen Sinne definiert)

goo goi 9go2 9o3
gio 911 gi12 4gi3
g20 g21 922 923
g30 931 932 933

=diag(1,—1,—-1,-1). (55)

O = O O
= o o O

0

-1
0 —
0

Q

Il

Il
oo o

Es gibt in IM eine *Orthonormalbasis’ {eg, e;, €2, €3} (— Orthogonalisierungsverfahren von Erhard Schmidt)
mit 7)(e,,e,) = g fir p,v = 0,1,2,3. Die e; 23 sind also raumartige Einheitsvektoren mit ’negativem
Pseudo-Normquadrat’ 7)(e; 2 3, €1,2.3) = —1, fiir den zeitartigen Einheitsvektor eq gilt n(eq, ep) = 1.

Zwei Vektoren x, y € IM besitzen somit eine Darstellung
x=aley, y=y"e,, (56)
wobei nun die zwei Spaltenvektoren

o .1 .2 S)T

z= (2% 2" 2% 2%, y=(0"y" % yY)T (57)
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als (kontravariante, s.u.) Koordinatenvektoren von x und y beziiglich der Basis {eq, e1, ez, e3} bezeichnet
werden. Offensichtlich ist unter Verwendung der Linearitit des Minkowski-’Skalarprodukts’

n(x,y) = n(ateu y’e,) = z'y"nley, e,) = 2"y g = at'y, = 2’ gy. (58)

Elemente des Minkowski-Raumes x oder Koordinatenvektoren z werden in der Physik oft als Vierervektoren
bezeichnet. In Gleichung (54) wurden die sogenannten kovarianten Komponenten y* = gy beziehungsweise
Yu = guwy” eines Koordinaten-Vierervektors y eingefiihrt, welche sich durch ein Vorzeichen im *Raumanteil®
des Vierervektors unterscheiden und mit einem tiefgestellten Index in der Komponentenschreibweise notiert
werden. Die Herkunft der Beiworte kovariant und kontravariant wird unten klar werden.

eo-Richtung

A
x = 20 + zle; + z2ey + 23e;3
™M 20
bzw.
R3 T = x!
D 2
a x
€0 113‘3
e > , >
v es-Richtung

(S)
20
%, i)
29

ei-Richtung

Abbildung 12: Im vierdimensionalen pseudo-euklidischen Minkowski-Raum IM wird das euklidische Skalar-
produkt durch eine Bilinearform 7(-, -) (bzw. ein Pseudo-Skalarprodukt (-, -)5s) ersetzt, welches zwei relati-
vistischen Vektoren x,y € IM einen reellen Wert n(x,y) (bzw. (x,y)as) zuweist. In IM kann eine Ortho-
normal-Basis (ONB) {eg, e1, ez, e3} im Sinne von (e,,e,)r = g, gewihlt werden, wobei der sogenannte
metrische Tensor g durch goo = 1, g11 = g22 = g33 = —1lund g,, = O fiir p # v gegeben ist. Jeder
Vektor x € M kann wiederum als Linearkombination x = z%ey + z'e; 4+ 2%e; + x3e3 dargestellt werden,
und x = (wo, xb 22, x3)T ist wiederum der von der Beobachter-Wahl der ONB abhingige Koordinatenvek-
tor ("Vierervektor’). eg mit (eq, ep)ps = 1 zeigt in zeitliche Richtung, e; 2 3 sind raumartige Vektoren, deren
"Pseudo-Normquadrat’ (e1,e1)a = (€2, e2)a = (e3,e3)yr = —1 in der in der Literatur verbreiteten Konven-
tion negativ ist. Es ist also n(x,x) = (x, %)y = (2°)? — (21)? — (22)? — (23)2. ¢ alternativ mit umgekehrtem
Vorzeichen zu definieren wére ohne die beschriebene Physik zu dndern auch legitim.

Aktive ’isometrische’ Transformationen des Minkowski-Raumes IM
Wir betrachten eine lineare Abbildung auf IM, welche die Minkowski-Bilinearform 7 auf allen Vektoren geméss
bijektiv

A:M M, x—=x =Ax), nAX),Aly)=nx,y")=nx,y) (59

erhilt, beziiglich einer ONB reprisentiert durch eine Matrix A

(60)
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Die Koordinatenvektoren x, y und die entsprechenden Vektoren x, y transformieren dann geméiss
x' = Auuxyell ) o't = ANV;L-V ) y/ = Apayaepv y/p - ApayU ) (61)

als Matrizenprodukt notiert
o' =Ax, ¢ =Ay, (62)

und 7 bleibt erhalten falls fiir beliebige x, y € IM

n(x',y') = Az A yn(eu, e,) = AL 2y gup = A g N2y = guoa”y” = (z,y) M = (X, y)

(63)
erfiillt ist, d.h. es muss gelten
ARG 2"y = guea”y”  oder ATgh=g. (64)
Dasselbe Resultat folgt mit den Gleichungen (62) aus der kurzen Rechnung
(@9 ) = aTgy' = (Ax)Tg(Ay) = 2" ATgAy = 2" gy = (z,y)mr Va,y € RV, (65)
——
g
Wir definieren daher die in der Physik als Lorentzgruppe bezeichnete Matrixgruppe
L£L=0(1,3) = {A € Mat(4,R)| ATgA = g} (66)

welche in der Mathematik als pseudo-orthogonale Gruppe der Signatur (1, 3) bezeichnet wird. Die Struktur
dieser Gruppe muss aber noch einer eingehenderen Untersuchung unterzogen werden.

Aus ATgA = g folgt sofort (AT)fl = gAg~', wobei g~ = gT = g. Dies lisst sich mit g,, = ¢g"* und
guwg"? = g, = 6} auch in der Form
[(AT)™1 = gupA2,g7 =AY (67)

schreiben, wobei das Hoch-(Herunter-)Ziehen des Index v (i) als rein formale Schreibweise fiir die rechts-
seitige Matrixmultiplikation von A mit ¢—! und die links-seitige Multiplikation mit g zu interpretieren ist.
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Lorentzgruppe

Passive isometrische Transformationen im Minkowskiraum M

Ein Vierervektor x im Minkowski-Raum kann als formales Skalarprodukt des Koordinatenvektors x mit dem

’Basisvektorenvektor’ e = (eg e; ez e3)’
€0
x = 2% + x'e; + 22ey + 2le3 = (:co xb 2? x3) 2; =z'e (68)
€3

geschrieben werden. In einer Orthonormalbasis {ej,, €], €}, €%}, in der der Koordinatenvektor von x durch
a'* = Af,2¥ oder 2/ = Az gegeben ist, lisst sich x darstellen gemiiss

x=2"Te = xTAT(AT)_le, (69)

also transformiert die Basis mit (AT)~! = (A=1)T = gAg~!, und das Transformationsverhalten der Basis wird
als kovariant, jenes der Koordinatenvektoren als kontravariant bezeichnet. Natiirlich hitte man in der obigen
Definition der passiven Transformation die Transformationsmatrix A mit (A7)~! vertauschen konnen. Da in
praktischen Rechnungen oft mit Koordinatenvektoren hantiert wird, ist eine moglichst kurze Notation fiir die
entsprechende Transformationsmatrix von Vorteil.

Die kovarianten Komponenten eines Koordinatenvektors transformieren geméiss
/ / -1 —1\T
Ty = GupNo” = gupANpg” ', oder  (ga') = gAg™ (gz) = (A7) (g97) (70)
wie die Basis kovariant.
Im Gegensatz zum euklidischen Raum stimmt im Minkowski-Raum die Transformationsmatrix A der Koordi-
natenvektoren nicht mit der invers-transponierten, also der kontragredienten Matrix (A”)~! {iberein.

Struktur der Lorentzgruppe

Wegen
det(ATgA) = det(AT) det(g) det(A) = det(A)? det(g) = detg = —1 (71)

istdet(A) = £1 fiir A € O(1, 3). Beschrinkt man sich auf die Elemente in O(1, 3) mit positiver Determinante,
so erhilt man die Untergruppe

Ly =S50(1,3) = {A € Mat(4,R) | ATgA = g, det A = 1}, (72)

welche eigentliche Lorentzgruppe genannt wird. Spalten wir eine Matrix A € O(1, 3) gemiss der Darstellung

_( v —a
S o

auf, wobei ~ eine reelle Zahl, a und b Spaltenvektoren und M eine 3 x 3-Matrix sind, so folgt nach kurzer
Rechnung mit Hilfe von (A~1)T = gAg~!

T
_ a
(A 1)T:<g M) (74)
Zudem miissen die Relationen
2 -b?=1, b"M=~aT, M'M =aa” +1; (75)

Andreas Aste 31 Vorlesungsnotizen MMT, HS 2025



gelten. Daraus folgt, dass v = AY entweder > 1 oder < —1 ist. Es zeigt sich, dass durch
£l =80%(1,3) = {A € Mat(4,R) | ATgA = g, det A = 1, A} > 1} (76)

wiederum eine Untergruppe der Gruppe SO(1,3) C O(1,3) gegeben ist. Diese Gruppe gilt als echte Symme-
trieegruppe der Naturgesetze und wird eigentliche orthochrone Lorentzgruppe genannt. Die grosseren Gruppen
SO(1,3) und O(1,3) enthalten Raum-, Zeit- und Raum-Zeit-Spiegelungen, welche tatsichlich keine Sym-
metriegruppen der bekannten Naturgesetze darstellen. Dennoch ist die O(1, 3) fiir theoretische Betrachtungen
wichtig.
Klassifikation der Vierervektoren
Vierevektoren werden in folgende drei Klassen eingeteilt:

n(x,x) = z,2* > 0: x (oder x) ist zeitartig.

n(x,x) =zt < 0: x ist raumartig.

n(x,x) =zt = 0: x ist lichtartig.

Wurde in IM eine Basis gewdhlt und ist durch ey die Zeitrichtung klar, so unterscheidet man bei zeitartigen
Vektoren:

20 > 0 : x ist zukunftsgerichtet.

20 < 0: x ist vergangenheitsgerichtet.
Fiir lichartige Vektoren gilt schliesslich:

20 > 0 : x ist zukunftsgerichtet.

20 < 0: x ist vergangenheitsgerichtet.

2% = 0: x ist der Nullvektor.

Lichtartige Vektoren stehen auf sich selbst Minkowski-senkrecht. Die Tatsache, dass ihre Minkowski-Norm
x, 2t verschwindet, bedeutet natiirlich nicht, dass sie (verschwindende) Nullvektoren sind (falls 20 £ 0). Al-
lerdings nennt man im Englischen solche Vektoren nebst ’lightlike vectors’ auch ’null vectors’, wihrend der
eigentliche Nullvektor mit *zero vector’ bezeichnet wird.

Alle eigentlichen orthochronen Lorentztransformationen erhalten die obigen Vektoreigenschaften, welche die
Vektoren im Minkowskiraum in sechs verschiedene Lorentz-invariante Klassen (oder Mannigfaltigkeiten) ein-
teilen.

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Fiir zwei zeitartige zukunftsgerichtete Vektoren x und y gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung mit ver-
kehrtem Vorzeichen

n(x,y)? = n(x,x)n(y,y) (7
Salopp schreiben wir kiinftig auch zy = 7(x,y) und 2? = z,2* = n(x, x), also gilt

(zy)* > 2292, (78)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind. Das Minkowski-Normquadrat
ist fiir zeitartige Vektoren per Definition positiv, im Allgemeinen aber wie bereits erwéhnt nicht definit und in
diesem Sinne auch kein ’Lingenquadrat’.
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Minimale El-invariante Untermannigfaltigkeiten des Minkowski-Raumes

Figur 13 veranschaulicht die invarianten Mannigfaltigkeiten, welche entstehen, wenn alle Elemente der eigent-
lichen orthochronen Lorentzgruppe auf einem ausgewéhlten Punkt im Minkowski-Raum operieren. In verein-
fachender Weise wird in der Notation nicht zwischen Vektoren x € IM und den zugehdrigen kartesischen Koor-
dinatenvektoren » € RY3 unterschieden. Oft werden Teilchenimpulse p* = (E/c = p° = \/p2 + m2c2, p) als

Elemente eines Minkowskiraumes beschrieben, wobei die relativistische Energie-Impuls-Beziehung ¢?pop° =

p2c? +m?2c* beziehungsweise p? = m? fiir ¢ = 1 die Bezeichnung ”Massenschale” fiir die Mannigfaltigkeiten

M3 und M ;" motiviert.
* Zukunftslichtkegel: M7 = {x € M |2? =0, 2° > 0}.
* Vegangenheitslichtkegel: My = {x € M |z? = 0, 2° < 0}.
* ”Zukunftsmassenschale”: MJ* = {z € M |z? = m? > 0, 2° > 0}.
e ”Vergangenheitsmassenschale”: MJ" = {z € M|z? = m? > 0, 2° < 0}.
+ Raumartiges, einschaliges Hyperboloid: M" = {z € M |2? = —m? < 0}.

* Nullpunkt: Mg = {0}.

My

-~

|
|
I
|
|
|
IIZO 0
I
I
I
I

M3
H 1 My 1

M,

VH

Abbildung 13: Lorentz-invariante Untermannigfaltigkeiten des Minkowski-Raumes.
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Zusammenhangskomponenten und wichtige Untergruppen der Lorentzgruppe £ = O(1, 3)
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Abbildung 14: Die vier paarweise disjunkten, also nicht zusammenhédngenden sowie nicht kompakten Kom-
ponenten der Lorentzgruppe £ = O(1,3) und entsprechende Untergruppen: Die eigentliche Lorentzgruppe
L, = SO(1,3), die orthochrone Lorentzgruppe £, die orthochore Lorentzgruppe £, = 51 U T£1 (s.u.) und
die eigentliche orthochrone Lorentzgruppe £1 = SO™(1, 3), welche die Identitit enthilt (Zusammenhangs-
komponente der Eins). Die Mengen £t 2! und Ei sind natiirlich keine Gruppen, da jeweils die Eins fehlt.

[,1 ist die Zusammenhangskomponente der Eins ('1°, 14). L1 enthilt die Raumspiegelung P mit det P = —1
und £* die Zeitumkehr 7 mit det T = —1

1 0 0 0 ~10 0 0
0 -1 0 0 0 100

P=1vo o =1 0| T 0 010] (79
00 0 -1 0 00 1

in Ei ist Raumzeitspiegelung PT = —14 mit det(PT) = 1.

Die Transformationen {14, P, T, PT'} bilden die Kleinsche Vierergruppe V. Diese diskrete Gruppe erhilt ihre
volle Bedeutung erst in der Quantentheorie der Elementarteilchenphysik im Zusammenhang mit dem C'PT-
Theorem.

Die komplexe Lorentzgruppe O(4,C) = {A € GL(4,C)|ATA = 14} zerfillt lediglich in zwei Zusam-
menhangskomponenten, charakterisiert durch det A = +1. Die Zusammenhangskomponente der Eins ist die
SO(4, C). Man beachte, dass die Signatur des metrischen Tensors im Komplexen keine Rolle bei der abstrakten
Definition der Gruppenstruktur spielt.
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Spezielle Lorentztransformationen der Raumzeit(koordinaten): Boosts
Definition und Eigenschaften

In der Teilchenphysik geht man oft davon aus, dass die im Rahmen der allgemeinen Relativititstheorie zu be-
handelnde Raumzeitkriimmung fiir die meisten Betrachtungen vernachlédssigbar ist. Damit wird die Biihne der
Physik, die Raumzeit F1 3, zu einem affinen Raum. Der Begriff des affinen Raumes soll hier nicht in allzu
abstrakter Weise diskutiert werden. Man kann salopp aber sagen: Ein affiner Raum ist ein Vektorraum, in wel-
chem vergessen wurde, welches Element der Nullvektor war. Tatsdchlich kann man in der Raumzeit jeden Ort
und jeden Zeitpunkt als Ursprung eines geeigneten kartesischen Koordinatensystems wéhlen, und von jedem
Raumzeitpunkt aus gesehen sieht die Raumzeit *wie ein Minkowski-Raum’ aus.

Topologisch ist die in der speziellen Relativititstheorie betrachtete flache Raumzeit zum vierdimensionalen
Raum R!'? = R* homoomorph. Damit sei auch vorausgesetzt, dass die Raumzeit mit Hilfe von vier Koor-
dinaten {z#} = {2% 2!, 22, 23} mit 2° = ¢t und ¥ = (2!, 2% 23) = (2, v, 2) Kartesisch koordinatisierbar
sei, d.h. die vom Minkoswsi-Raum her bekannte Pseudonorm 7 iibertrage sich in naheliegender Weise auf
die Raumzeit, so dass zwischen zwei Elementen (’Ereignissen’) z,y € Ejp 3 ein 'Raumzeit-Abstandsquadrat’
(x—1)? = (292 — (2! —y1)2 — (22 —y?)? — (2® —3®)? definiert ist. c ist dabei die Lichtgeschwindigkeit,
die dafiir sorgt, dass z° dieselbe physikalische Dimension wie die Raumkoordinaten x!?3 hat. Aus Griinden
der Gewohnheit werden die Raumkoordinaten x!, 22 und 2 in der Folge auch mit z, y und 2 bezeichnet, wobei
eine Verwechslung der = x'-Koordinate mit den Viererkoordinaten des Raumzeitpunktes = kaum moglich

ist. x kann also verschiedene Bedeutungen haben, man sollte es sich einfach nicht fiir ein v vormachen.

Y ()

A A

/

(t, x,Y, Z) E (tlvxlv y/a zl)

IS IS’

A 4
v

<l
B
8

Abbildung 15: Zueinander ungedrehte Inertialsysteme IS und IS’ mit Relativgeschwindigkeit v’ und gemeinsa-
mem Raumzeitkoordinatenursprung: Esistt’ =2’ =3 =2/ =0,wot =2 =y = 2 = 0 ist.

Betrachten wir nun zwei Inertialsysteme IS und IS’, von denen sich IS’ beziiglich IS in positiver z-Richtung
mit der Geschwindigkeit ¥ = vé, mit ungedrehten Raumachsen bewegt (sieche Abbildung 15), so ist aus der
Einfiihrung in die spezielle Relativititstheorie bekannt, dass die Raumzeitkoordinaten (¢', 2’3/, 2’) eines Er-
eignisses E gemessen in IS’ durch

= H(t—%2)
z = T — vt
Z = z

1

Vi=(v/e)?

aus den Koordinaten in IS hervorgehen, wobei v gleich dem Betrag der Geschwindigkeit ¥ und v =

eben der beriihmte ~y- bzw. Lorentz-Faktor ist.
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Da die Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum in der Physik eine fundamentale Konstante ist, ist die Messung
von Geschwindigkeiten in Einheiten von ¢ verniinftig. Mit 5 = ¥/c = (v/c)é, und 8 = v/c ldsst sich das
Transformationsgesetz (80) in der Form

)= el = fal) 2’ 7B 00 o
A xt — fx x’ —vp 0 0 x >
1‘,2 — ’Y( 2 ) oder SU/ = CL'/2 = 8/ g 1 0 $2 = A( )1: (81)
3 = x’3 x’3 0 0 01 a3
A(B)

mit A( E ) € SO™(1,3), wie sich leicht nachpriifen lisst, schreiben. Denkt man sich nimlich eine Lorentzmatrix
durch vier Spaltenvektoren A, ;| , 3 = A’ | , 5 in der Form

S IPVAPYAPVADY: (32

dargestellt, so impliziert die Bedingung AT gA = g, dass die Spaltenvektoren Xo,1,2,3 in A gemiss (Ay, A\y) s =
9w zueinander paarweise Minkowski-orthonormal stehen, was in A(g ) wegen der Identitit y2 — 4232 = 1
natiirlich erfiillt ist.

Aus Griinden der Anschaulichkeit ist es in einigen Féllen vorteilhaft, mit der inversen Matrix

v 8 00

> > 0 0
A=A@ =acH=| W T 00 (83

0 0 01

zu arbeiten. Diese Matrix beschreibt den Wechsel der Koordinaten von IS in ein IS’, welches sich in negativer
x!-Richtung bewegt. Aus der Sicht von IS’ bewegt sich dann also IS in positiver z!-Richtung mit Geschwin-
digkeit 7.

A beschreibt einen Lorentz-Boost in z'-Richtung. Eine beliebige (eigentliche orthochrone) Lorentztransfor-
mation beschreibt Boosts in alle méglichen Geschwindigkeitsrichtungen und beliebige raumliche Rotationen,
daher ist die SO (1, 3) eine sechsparametrige kontinuierliche (Lie-)Gruppe.

A kann auch mit Hilfe eines Rapiditdt genannten Boost-Parameters £ = artanh = % In % in der Form

coshé sinh¢

0 0
sinhé coshé 0 0
10
0 1

A=A = (84)

0 0
0 0

geschrieben werden, welche eine direkte Analogie der Rapiditit (Chyperbolische Rotation’) zum Drehwinkel a
einer Rotation z.B. um die z:3-Achse herstellt

1 0 0 0
0 4cosa —sina 0
R _
Ao = 0 +sina +cosa 0 ®5)
0 0 0 1
Es gelten die Additionstheoreme Af,ja 1A§’a2 = Aga \+a, Und AF&A’EEQ = A{S& e
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